
 

 
 
 
 

Nacionalin! Moksleivi" Akademija 
 
 

Informatika 
 

 
 
 
 

Informatikos olimpiados: algoritmai ir 
taikymo pavyzdžiai 

 
 

Autoriai: L.Petrauskas, J.Sk!pien" 
 
 
 
 
 
 

Vilnius, 2006 



 

 

Viršelio autorius: 
  
 Karolis Narkevi#ius 
 
Iliustracijos: 
 
 Linas Petrauskas 
 
Knygos autoriai: 
 
 © Linas Petrauskas 
 © J!rat" Sk!pien", Matematikos ir informatikos institutas 
  
Redaktor!: 
 
 Julija Klimkien" 
 
Recenzavo: 
 
 Doc.dr. Vladas Tumasonis, Vilniaus universitetas 
 
 
 
© Nacionalin" Moksleivi$ Akademija 
 
 
ISBN 9955-9894-0-8 
 
 

 



 i 

#VADAS 

"ia reikia b!gti kiek #kabini, kad išsilaikytum toje pa$ioje vietoje. 
O jei nori patekti kur nors kitur, reikia b!gti dvigubai grei$iau. 

Luisas Kerolis, „Alisa veidrodži$ karalyst"je“ 
 

Ši knygel" skirta moksleiviams, kurie ruošiasi dalyvauti infor-
matikos olimpiadose. Galima svarstyti ir gin#ytis, k% reiškia 
žodis informatika, ta#iau pasaulini$ olimpiad$ kontekste infor-
matikos olimpiada – tai pirmiausia &dom!s algoritmavimo už-
daviniai, kuriems išspr'sti reikia ne tik išmanyti &vairius algo-
ritmus, bet ir rasti &domi$, netradicini$ sprendim$ bei suge-
b"ti per kelet% valand$ „materializuoti“ savo id"jas veikian#io-
mis programomis. 

Informatikos olimpiados jau beveik dvidešimt met$ kasmet 
rengiamos Lietuvoje ir beveik tiek pat met$ geriausi Naciona-
lin"s informatikos olimpiados dalyviai atstovauja Lietuvai Bal-
tijos bei pasaulin"se informatikos olimpiadose. Knygel"je apra-
šyti svarb!s algoritmai ir metodai, kuriuos tur"t$ žinoti kiek-
vienas norintis s"kmingai dalyvauti šiose olimpiadose. Tiesa, 
#ia n"ra griežt$ algoritm$ teisingumo &rodym$, kurie pateikia-
mi aukšt$j$ mokykl$ vadov"liuose. Algoritm$ teisingumas 
dažniausiai grindžiamas intuityviai, o teorija iliustruojama 
konkre#iais uždaviniais, paimtais iš reali$ olimpiad$. Leidinyje 
pateik"me sutrumpintas uždavini$ s%lygas, atmet' daug deta-
li$, susijusi$ su automatiniu program$ testavimu. Dauguma 
sprendim$ pateikti kaip Paskalio kalbos1 proced!ros ar funkci-
jos, stengiantis kuo mažiau prisirišti prie konkre#ios 

                                                 
1 Knygel"je pateiktos programos kompiliuotos Free Pascal kompiliatoriumi, kuris 
naudojamas ir tarptautin"se olimpiadose (www.freepascal.org). 

http://www.freepascal.org
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programavimo kalbos subtilum$. Tad leidinys puikiausiai tiks 
ir programuojantiems kitomis programavimo kalbomis.  

Tikim"s, kad knygel" bus pirmasis rengimosi informatikos 
olimpiadoms etapas. J& &veikus dar bus ilgas kelias, kuriame 
teks spr'sti daugyb' &domi$ uždavini$ ir kuriuo reik"s b"gti 
dvigubai grei#iau, norint pasiekti daugiau. 

Už vertingas pastabas ir pagalb% rengiant š& leidin& nuoširdžiai 
d"kojame Justui Kranauskui, Martynui Kriau#i!nui bei 
Mindaugui Plukui. 

Autoriai 
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1 INTUITYVIOS ALGORITMO IR ALGORITMO 
SUD!TINGUMO S"VOKOS 

1.1 Algoritmas  

Languages come and go, but algorithms stand the test of time. 
Programavimo kalbos atsiranda ir išnyksta, 

bet algoritmai išlieka ilgam. 
Donaldas Knutas (Donald Knuth) 

 

Algoritmo s!voka atsirado daugiau kaip prieš t"kstant# met$, 
o pats žodis kilo iš IX a. pers$ matematiko  
Mohamedo ibn Musos al Chorezmio  
(Al-Khwarizmi) vardo. Algoritmu sutarta 
vadinti sek# elementari$ veiksm$, 
pradinius duomenis paver%ian%i$ re-
zultatais. Algoritmas yra teisingas, jei su 
visais pradiniais duomenimis baigia darb! ir 
gaunami teisingi rezultatai.  

Koks algoritmas yra geras? % š# klausim! 
puikiai atsakyta jau klasika tapusioje knygo-
je „%vadas # algoritmus“ [2]: 

Geras algoritmas – kaip aštrus peilis – atlieka tiksliai tai, k! turi 
atlikti, su minimaliomis pastangomis. Netinkamo algoritmo naudojimas 
problemai spr"sti primena bandym! perpjauti kepsn# atsuktuvu: 
anks$iau ar v%liau gali pavykti pasiekti patenkinam! rezultat!, ta$iau 
teks išnaudoti daug daugiau pastang& negu b'tina, ir pats rezultatas 
nekels estetinio pasig%r%jimo. 

Geras algoritmas turi b"ti teisingas ir efektyvus laiko ir atminties 
poži"riu. Jis taip pat turi b"ti lengvai realizuojamas, t. y. užrašomas 
realia programavimo kalba. Dažniausiai vis$ tiksl$ pasiekti nepa-
vyksta ir tenka nusileisti iki kompromiso. Mokslininkai teoretikai 

 
1 pav. Mohamedas ibn 

Musa al Chorezmis 
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link! skirti d"mes# teisingumui ir efektyvumui, nes jie retai patys 
programuoja savo algoritmus. Tuo tarpu industrija renkasi vadina-
m$j# greit" ir purvin" (angl. Quick and Dirty) darbo princip$: bet 
kokia programa, kuri pateikia priimtinus rezultatus ir pernelyg 
nesul"tina darbo, yra tinkama, nepaisant to, kad gali b%ti ir geresnis 
algoritmas.  

Atskirai pamin"sime euristinius algoritmus. Ne visiems uždaviniams 
spr!sti sugalvoti efektyv%s algoritmai, o teisingi, bet neefektyv%s 
algoritmai praktiškai nepritaikomi, nes j& vykdymas užtrukt& per 
ilgai, pavyzdžiui, kelis šimtme'ius. Jei uždavin# vis d"lto reikia 
spr!sti, galvojami spart%s algoritmai, kurie neb%tinai suranda tiksl& 
sprendin#, ta'iau rastasis sprendinys dažniausiai yra artimas ieškoma-
jam. Tokie optimizmu gr#sti algoritmai vadinami euristiniais algo-
ritmais arba tiesiog euristikomis. 

Iš ties& skyrelio pradžioje pateiktas algoritmo apibr"žimas t"ra intui-
tyvi ir matematiškai netiksli algoritmo s$voka1. Ta'iau mums jos pa-
kaks. 

1.2 Algoritmo sud!tingumas 

Kaip jau min"jome, yra uždavini&, kuri& kompiuteris negali išspr!sti 
per priimtin$ laik$, ir b%t& neišmintinga viltis, kad kompiuteriai gali 

                                                 
1 Tikslios algoritmo s$vokos prireik" matematikams, panorusiems #rodyti, kad n"ra 
algoritmo, sprendžian'io duot$j# uždavin#. 20-ajame amžiuje daug matematik& ieš-
kojo b%do tiksliai apibr"žti algoritmo s$vok$. Galima sakyti, jog jiems pavyko. 
1936 m. amerikie'i& matematikas A. (er'as (A. Church) paskelb" tez!, teigian'i$, 
jog jo apibr"žta dalini& rekursyvi&j& funkcij& (DRF) klas"  sutampa su algoritmiš-
kai apskai'iuojam& funkcij& klase. Ta'iau tez"s #rodyti negalima, kadangi ne#mano-
ma palyginti matematiškai tikslios ir intuityviai suprantamos funkcij& klasi&. Kita 
vertus, niekam nepavyko rasti algoritmo (intuityvi$ja prasme), kurio neb%t& galima 
realizuoti kaip DRF, o visos DRF apskai'iuojamos algoritmais intuityvi$ja prasme, 
tod"l (er'o tez" visuotinai laikoma teisinga. 
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greitai atlikti bet kokius skai!iavimus. Tod"l svarbu mok"ti #vertinti 
algoritmo sud!tingum", t. y. nustatyti, kiek laiko ir atminties 
ištekli$ prireiks algoritmo vykdymui.  

Kas gi yra spartus algoritmas? Kuo didesnis pradini$ duomen$ 
kiekis (arba dydis), tuo ilgiau veikia programos, apdorojan!ios šiuos 
duomenis. Taigi algoritmas yra spartus, jei gan"tinai greitai apdoroja 
didelius duomen# kiekius. Negalime sakyti, kad vienas rikiavimo 
algoritmas spartesnis už kit%, jei pirmasis 10 skai!i$ išrikiavo 
grei!iau nei antrasis. Kas kita, jei tenka rikiuoti labai daug skai!i$. 
Apskritai konkret&s laiko #ver!iai dažniausiai neteikia naudos, 
kadangi priklauso nuo daugyb"s veiksni$ – technini$ kompiuterio 
parametr$, algoritmo realizacijos, kompiliatoriaus nustatym$ ir pan.  

Daug svarbiau žinoti, kaip algoritmo vykdymui reikalingi laiko ir 
atminties ištekliai priklauso nuo pradini$ duomen$ kiekio. 
Žinodami, kad rikiavimo algoritmo atliekam$ veiksm$ skai!ius 
did"ja proporcingai rikiuojamos sekos ilgio kvadratui, gal"sime 
nuspr'sti, ar toks efektyvumas priimtinas. 

Algoritmo sud"tingumas laiko atžvilgiu vertinamas funkcija, api-
br"žian!ia atliekam$ veiksm$ skai!iaus priklausomyb' nuo pradini$ 
duomen$ dydžio. Algoritmo sud"tingumas atminties atžvilgiu 
vertinamas funkcija, apibr"žian!ia reikalingos atminties kiekio pri-
klausomyb' nuo pradini$ duomen$ dydžio. 

Kas yra pradini$ duomen$ dydis? Tai priklauso nuo paties algorit-
mo. Pavyzdžiui, dažnam rikiavimo algoritmui duomen$ dyd# api-
br"žia rikiuojam$ skai!i$ kiekis, bet ne patys skai!iai. Ta!iau yra ri-
kiavimo algoritm$, kuri$ efektyvumas priklauso ir nuo pa!i$ rikiuo-
jam$ skai!i$, tod"l šiuo atveju duomen$ dydis papildomas ir maksi-
malia rikiuojam$ skai!i$ reikšme. 
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1.3 Kaip !vertinti algoritmo sud"tingum# 

Nat!ralus b!das "vertinti algoritmo sud#tingum$ – apskai%iuoti, 
kiek elementari& veiksm& (aritmetini& operacij&, kreipim&si " at-
mint") jis atlieka. Susitarsime, kad visi elementar!s veiksmai "vykdo-
mi vienodai greitai2. Žinodami, kiek vidutiniškai elementari& veiks-
m& per sekund' atlieka kompiuteris, gal#sime "vertinti vykdymui 
reikaling$ laik$. Panagrin#kime programos fragment$, randant" 
kvadratin#je n!n lentel#je surašyt& skai%i& sum$, ir suskai%iuokime 
atliekam& elementari& veiksm& skai%i&. 

suma := 0;                    // atliekamas vien" kart" 
read(n);                      //                 vien" kart" 
for i := 1 to n do            //                 n kart# 
    for j := 1 to n do begin  //                 n2 kart# 
        read(a);              //                 n2 kart# 
        suma := suma + a;     //                 n2 kart#  
                              // (priskyrimas ir sumavimas) 
    end; 
writeln(suma);                //                 vien" kart" 

Elementari& veiksm& skai%ius lygus 1 + 1 + n + n2 + n2 + 2n2 + 1 = 
4n2 + n + 3. J" nusako funkcija f(n) = 4n2 + n + 3. Tai ir yra šio 
fragmento sud#tingumas laiko atžvilgiu. 

Jei paimtum#te kuri$ nors savo program$ ir pabandytum#te 
pakartoti šiuos žingsnius, tikriausiai susiimtum#te už galvos! Kaip 
skai%iuoti, jei programoje yra ciklas while ar naudojama rekursija, 

                                                 
2 Toks modelis kartais kritikuojamas, nes vieni elementar!s veiksmai "vykdomi 
grei%iau negu kiti. Pavyzdžiui, skai%i& perskaityti iš failo trunka ilgiau nei t$ pat" 
skai%i& perskaityti iš operatyviosios atminties. Keli& knyg& apie algoritmus autorius 
prof. S. Skienna dr$siai atremia toki$ kritik$: Visi žinome, kad žem! yra apvali, ta$iau 
statydami nam" laikome j" plokš$ia ir toks modelis mums puikiausiai tinka. Tas pats 
galioja ir šiuo atveju. [6] 
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jei priklausomai nuo !vairi" s#lyg" vien# kart# atliekami vieni, o 
kit# – kiti veiksmai.  

Panagrin$kime kur! nors rikiavimo algoritm#. Jei pradiniai duome-
nys sudaro surikiuot# sek#, tikriausiai bus atliekama mažiau veiks-
m", negu rikiuojant atsitiktin% sek#. Tad atliekam" elementari" 
veiksm" skai&ius gali priklausyti ne tik nuo pradini" duomen" kie-
kio, bet ir nuo pa&i" duomen". 

D$l ši" priežas&i" dažnai skai&iuojama, kiek veiksm" bus atliekama 
blogiausiu atveju, t. y. kiek daugiausiai elementari" veiksm" gali 
tekti atlikti vykdant algoritm#. 

Kiekvienos programos veikim# nusakys vis kitokia funkcija. Tiksliai 
suskai&iuoti elementari" veiksm" kiek! didesn$ms programoms b't" 
sud$tinga. Laimei, to daryti neteks! Panagrin$kime, kaip did$jant n 
auga kiekvienas iš d$men". Kai n = 1, d$menys lyg's 4, 1 ir 3, kai 
n = 10, jie atitinkamai lyg's 400, 10 ir 3, kai n = 1000, gauname 
4 000 000, 1000 ir 3. Matome, kad did$jant n labiausiai did$ja tik 
pirmasis d$muo, o kiti d$menys – labai nežymiai. Kadangi 
kiekvienas d$muo tiesiogiai reiškia elementari" veiksm" skai&i", du 
mažesniuosius d$menis galime atmesti. Laikas, sugaištas atlikti 1003 
veiksmams, yra nereikšmingas palyginti su laiku, reikalingu atlikti 
keturiems milijonams veiksm". 

Taigi, augant pradiniams duomenims (n), algoritmo atliekam" ele-
mentari" veiksm" skai&ius vis labiau priklausys nuo grei&iausiai 
augan&io funkcijos d$mens, t.y. nuo 4n2. Nat'ralu vietoj funkcijos 
f(n) = 4n2 + n + 3 toliau nagrin$ti paprastesn% funkcij# g(n) = 4n2. 

Tai dar ne viskas. Padidinus n dešimt kart", vykdymo laikas padid$s 
šimt#kart. Palyginus su tuo, vykdymo laiko padid$jimas keturis 
kartus yra neesminis. Taigi galime atmesti konstant# prie n2 ir tarti, 
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kad elementari! veiksm! skai"i! pakankamai gerai nusako dar 
paprastesn# funkcija h(n) = n2. 

Mokslininkai rašyt!, kad nagrin#to programos fragmento 
sud#tingumas yra O(n2). Mat visur, kur kalbama apie algoritm! 
sud#tingum$, naudojamas didžiosios O žym!jimas. 

1.4 Didžiosios O žym!jimas 

Formaliai algoritmo sud!tingumas apibr#žiamas taip:  

Tarkime, pradini! duomen! dydis yra n, o algoritmo atliekam! 
elementari! veiksm! skai"ius – g(n). Sakysime, jog algoritmo 
sud#tingumas yra O(f(n)) (rašome g(n) = O(f(n))), jei egzistuoja 
tokie skai"iai c ir n0, su kuriais visiems n > n0 galioja nelygyb#s: 
0 ! g(n) ! cf(n). 

Geriau suprasti š% apibr#žim$ pad#s 2 paveiksle pateikti funkcij! f ir 
g grafikai. 

Šis formalus apibr#žimas reiškia, kad, augant n, funkcija g(n) auga 
ne spar"iau nei funkcija 
f(n).  

Sutartiniu didžiosios O 
žym#jimu paprastai paro-
doma, kaip elgsis algorit-
mas did#jant pradiniams  
duomenims, t. y. kaip 
augs algoritmui reikalin-
gos atminties dydis arba 
vykdymo laikas.   

2 pav. g(n) = O(f(n)) 
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Panagrin!kime dar kelet" pavyzdži#: 

3n2 + 2n + 20 = O(n2), 

n + 10 000 = O(n), 

n + 10 000 = O(n2) (pagal apibr!žim" teisingas teiginys, ta$iau 
parankesn! praeita lygyb!), 

2n + n10 = O(2n). 

Jei algoritmo sud!tingumas nepriklauso nuo duomen# kiekio 
(t. y. jis pastovus, konstantinis), tai j% žym!sime O(1). Pavyzdžiui, 
atminties, kuri" naudoja nagrin!tas programos fragmentas, dydis 
lygus O(1). 

Pradini# duomen# dyd% gali nusakyti ne vienas, o keli kintamieji. 
Tokiu atveju didžiosios O žym!jimas aprašo sud!tingumo augim" 
did!jant visiems parametrams. Pavyzdžiui, galimi tokie algoritmo 
sud!tingumo variantai: O(2n+m), O(L2W + W2L). 

Nusakant algoritm# sud!tingum" dažnai teks susidurti su šiomis 
funkcijomis:  

O(1) (konstantinis), O(log n) (logaritminis3), O( n ) (šakninis4), 
O(n) (tiesinis), O(nlog n), O(n2) (kvadratinis), O(n3) (kubinis), 
O(2n) (eksponentinis), O(n!) (faktorialinis5). 

                                                 
3 Logaritmas yra funkcija, atvirkš$ia k!limui laipsniu. logab (a, b > 0; a ! 1; 
a vadinamas logaritmo pagrindu) atsako % klausim": kokiu laipsniu reikia pakelti a, 
kad gautume b? Pavyzdžiui, log28 = 3, log5625 = 4, log232768 = 15. Logaritmas – 
vienodai l!tai auganti funkcija, nesvarbu koks logaritmo pagrindas. Taigi logaritmi-
nis algoritmo sud!tingumas yra labai palankus. Didžiosios O žym!jime logaritmo 
pagrindas dažnai nerašomas. 

4 Kvadratin! šaknis iš skai$iaus n yra toks skai$ius r, kad r2 = n, r " 0. 
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1.5 Kaip tai pritaikyti olimpiadoje 

Olimpiadose ribojamas program! veikimo laikas ir naudojamoji 
atmintis. Taigi apm"stant #vairius sprendimo b$dus reikia mok%ti 
#vertinti, ar programa bus pakankamai efektyvi (ar susp%s #veikti 
uždavin# su visais pradiniais duomenimis per leistin" laik"). Ta&iau 
kiek gi veiksm! gali atlikti kompiuteris per, pavyzdžiui, vien" 
sekund'? Tai priklauso nuo daugelio dalyk!: nuo procesoriaus, 
kompiliatoriaus, pa&i! veiksm!, kuriuos programa atlieka. Atlieka-
m! veiksm! skai&i! mums pad%s #vertinti paprasta programa: 

uses windows; 
 
var prad!ia, veiksm"Sk : longint; 
 
begin  
    veiksm"Sk := 0; 
    prad!ia := GetTickCount; 
    while GetTickCount – prad!ia < 1000 do 
        inc(veiksm"Sk); 
    writeln(veiksm"Sk); 
end.  

Ši programa suskai&iuoja, kiek elementari! veiksm! kompiuteris ga-
li atlikti per vien" sekund' (suprantama, jei program" prad%jote ir 
baig%te vykdyti t" pa&i" par"). Be abejo, matavimai n%ra visiškai 
tiksl$s, ta&iau j! pakanka #vertinti kompiuterio spartai.  

Taigi tarkime, kad duomen! dydis yra n, O(f(n)) sud%tingumo 
algoritmas atlieka lygiai f(n) elementari! veiksm!, o atlik' pateikt" 
program" #vertinome, kad kompiuteris per 1 sekund' atlieka 109 
toki! veiksm!. Sudarykime lentel', atspindin&i", kiek laiko trunka 

                                                                                                        
5 Teigiamo skai&iaus n faktorialu vadinama vis! skai&i! nuo 1 iki n sandauga 
(n! = 1!2!…!n). 
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!vairaus sud"tingumo algoritm# vykdymas su !vairiais pradiniais 
duomenimis. 

 

n 10 20 30 100 1 000 106 109 

O(1) ~0 ~0 ~0 ~0 ~0 ~0 ~0 

O(log2 n) ~0 ~0 ~0 ~0 ~0 ~0 ~0 

O(!n) ~0 ~0 ~0 ~0 ~0 ~0 ~0,03 
ms 

O(n) ~0 ~0 ~0 ~0 ~0 ~1 ms ~1 s 

O(nlog2 n) ~0 ~0 ~0 ~0 ~0 ~20 ms ~30 s 

O(n2) ~0 ~0 ~0 ~0 ~1 ms ~17 min ~32 
metai 

O(n3) ~0 ~0 ~0.03 
ms ~1 ms ~1 s ~32 

metai 
~32!109  

met# 

O(2n) ~0 ~1 ms ~1 s ~4!1013 
met# 

– – – 

O(n!) ~4 
ms 

~77 
metai 

~8!1015 
met# – – – – 

 

Sunku patik"ti, bet tai tiesa: naivus skai$i# rikiavimo algoritmas, 
kuris bando visus !manomus skai$i# išd"stymo b%dus (toki# yra n!), 
ir tikrina, ar gautoji skai$i# seka yra did"janti, dvidešimt skai$i# 
„rikiuot#“ daug met#. Toks algoritmas, žinoma, yra neefektyvus.  

Efektyviais laikomi polinominio sud!tingumo algoritmai, t. y. 
tokie, kuri# sud"tingumo funkcija yra polinomas – O(nk). Pirmieji 
septyni lentel"je pateikti sud"tingumai yra polinominiai, taigi 
laikomi efektyviais. Algoritmai, kuri# sud"tingumas nepolinominis, 
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laikomi neefektyviais. Tokie yra eksponentinio (pavyzdžiui, O(2n)) 
ir faktorialinio (O(n!)) sud!tingumo algoritmai. 

Ši" lentel# verta $sid!m!ti. Olimpiados metu, sugalvoj# uždavinio 
sprendim", galime $vertinti jo sud!tingum" ir patikrinti, ar to užteks 
pradiniams duomenims $veikti per leistin" laik". %gijus patirties, 
algoritmo sud!tingum" dažnai nesunku $vertinti pažvelgus $ 
algoritmo strukt&r": kokie jame yra ciklai, kokie rekursiniai 
kreipiniai ir pan.  

Dar daugiau: matydami, jog uždavinio pradiniai duomenys labai 
maži, žinome, kad pakaks ir neefektyvaus algoritmo uždaviniui 
spr#sti. Ir atvirkš'iai: jei uždavinio pradiniai duomenys yra dideli, o 
leistinas programos veikimo laikas – mažas, reikia ieškoti efektyvaus 
b&do, kaip spr#sti š$ uždavin$. 

Beje, beveik visose programose 90% laiko sugaištama vykdant 10% 
kodo. Ir likusi( 90% kodo optimizavimas, deja, netur!s didel!s 
$takos programos efektyvumui. Tad prieš imantis optimizuoti kuri" 
nors algoritmo dal$ reikia $sitikinti, ar verta tai daryti. 

1.6 Uždavinys Posekio suma 

Pabandykime pritaikyti $gytas žinias spr#sdami konkret( uždavin$:  

Duotas sveikasis skai#ius k bei n neneigiam$ skai#i$ seka 
a1, a2, ..., an.  

Užduotis. Reikia nustatyti, ar egzistuoja tokie indeksai i ir j 
(1 ! i! j ! n), kad sekos nari$ nuo ai iki aj suma b%t$ lygi 
skai#iui k. 
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Galioja ribojimai: 
1 ! k ! 100 000 000; 1 ! n ! 100 000; 0 ! a i! 1 000. 
Vykdymo laikas: 1 s. 

Aptarkime kelis galimus uždavinio sprendimo b!dus bei j" 
sud#tingum$. Pats papras%iausias b!das – perrinkti visas galimas 
indeks" i ir j poras, kiekvien$kart suskai%iuojant sekos nari" nuo  
i-ojo iki j-ojo sum$:  

rasta := false; 
i := 0; 
repeat 
    j := i; 
    i := i + 1; 
    repeat 
        j := j + 1; 
        suma  := 0; 
        for l := i to j do 
            suma := suma + a[l]; 
            { ši operacija vykdoma daugiausiai kart# } 
        rasta := (suma = k); 
    until (j = n) or rasta; 
until (i = n) or rasta; 

Jei algoritmui baigus darb$ kintamojo rasta reikšm# bus lygi true, 
tai i ir j bus ieškomi indeksai. Suskai%iav&, kiek elementari" veiksm" 
blogiausiu atveju atlieka algoritmas, pamatytume, kad grei%iausiai 
augantis gautojo reiškinio d#muo yra n3/6, taigi šio algoritmo 
sud#tingumas – O(n3). Tai atsispindi ir algoritmo strukt!roje: j' 
sudaro trys ciklai, 'd#ti vienas ' kit$, ir kiekvieno ši" cikl" trukm# 
tiesiogiai priklauso nuo n.  

Tai n#ra geriausias uždavinio sprendimo b!das. Pasiži!r#jus ' 1.5 
skyrelyje pateikt$ lentel&6, matyti, kad per leistin$ laik$ algoritmas 

                                                 
6 Turima omenyje, jog uždavinio sprendim$ testuojan%io kompiuterio spart$ 
atitinka min#ta lentel#.  
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!veikt" testus, kur n ! ~1000. Atkreip# d$mes! ! tai, kad sekos nariai 
yra tik neneigiami skai%iai, galime sudaryti gudresn! algoritm&.  

Tegul ieškomasis indeksas i lygus i1 (t. y. kažkokiam konkre%iam 
skai%iui). Priskyr# indeksui j pradin# reikšm# i1, j! didinsime tol, kol 
sekos nari" nuo i iki j suma taps lygi arba viršys k (arba kol 
indeksas j pasieks sekos pabaig&). Sumos neperskai%iuosime iš naujo 
kiekvien& kart&, o, padidin# indeks& j, prie sumos tiesiog prid$sime 
sekos nar! aj. 

rasta := false; 
i := 0; 
repeat 
    j := i; 
    i := i + 1; 
    suma := 0; 
    repeat 
        j := j + 1; 
        suma := suma + a[j]; 
    until (j = n) or (suma >= k); 
    rasta := (suma = k); 
until (i = n) or rasta; 

Š! algoritm& sudaro du ciklai, antrasis j" pirmojo viduje, ir abiej" 
ilgis tiesiogiai priklauso nuo n. Blogiausiu atveju abiejuose cikluose 
bus vykdoma n žingsni" (pavyzdžiui, jei visi sekos nariai – nuliai, 
tuomet suma niekada netaps lygi arba didesn$ už k), taigi šio 
algoritmo sud$tingumas yra O(n2). Tai daug geresnis algoritmas, jis 
gali !veikti testus, kur n ! ~30 000. Ta%iau to nepakanka. 

Kritiškai !vertinkime savo algoritm&. Tarkime, n = 100 000, i = 1, 
j = 90 000, ir suma < k. Kas atsitiks, jei, padidinus j dar vienetu, 
suma taps didesn$ už k? Indeksas i bus padidintas vienetu, j priskirta 
i reikšm$ ir iš naujo skai%iuojamos sumos. Ta%iau jei sekos nari" 
nuo 1 iki 90 000 suma buvo mažesn$ už k, tai tuo labiau tokia bus ir 
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nari! nuo 2 iki 90 000 suma. Šio (milžiniško) intervalo b"t! galima 
netikrinti! 

Tai apibendrin#, galime sudaryti dar geresn$ algoritm%. Priskirkime 
indeksams reikšmes i = j = 1, o sumai reikšm# a1. Tai bus pradinis 
intervalas. Veiksmus kartosime, kol suma nelygi k ir j mažesnis už n. 
Kiekvienu žingsniu vykdysime vien% iš ši! veiksm!: jei suma 
mažesn& už k, interval% prapl&sime – padidinsime indeks% j ir prie 
sumos prid&sime aj; jei suma didesn& už k (tai tokia ji tapo po 
paskutinio žingsnio), interval% siaurinsime – iš sumos atimsime ai ir 
padidinsime indekso i reikšm#. Jei po kurio nors žingsnio suma taps 
lygi k, algoritmas iškart nutrauks darb%. 

suma := a[1]; 
i := 1; 
j := 1; 
while (suma <> k) and (j < n) do 
    if suma < k then begin 
        j := j + 1; 
        suma := suma + a[j]; 
    end else begin 
        suma := suma – a[i]; 
        i := i + 1; 
    end; 
rasta := (suma = k); 

Kadangi vienu žingsniu padidinamas tik vienas iš indeks! ir 
kiekvienas iš indeks! gali b"ti padidintas ne daugiau kaip n kart!, 
daugi! daugiausia gali tekti $vykdyti 2n žingsni!. Algoritmo 
sud&tingumas yra O(n), taigi jo visiškai pakaks uždaviniui $veikti ir 
kai n = 100 000. 

Aptar&me kelis uždavinio Posekio suma sprendimus ir skirting% j! 
efektyvum%. Atsiminkime, jog geras algoritmas atlieka tik tai, kas 
b"tina. Ieškodami, kaip galime pagerinti algoritm%, galvokime, 
kokius nereikalingus arba pakartotinius veiksmus jis atlieka. 
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1.7 NP sud!tingumas 

Skaitydami knygas apie algoritmus ir uždavini! sprendimus, ne 
kart" sutiksite mistiškai skamban#i" fraz$ uždavinys yra NP 
pilnas. 

Uždavinys priklauso NP (nondeterministic polynomial time) sud!tin-
gumo klasei, jei, žinodami šio uždavinio sprendin%, per polinomin% 
laik" galime patikrinti, ar sprendinys teisingas. NP uždavin% galima 
išspr$sti perrinkimu per eksponentin% laik" generuojant visus gali-
mus sprendinius, ir kiekvien" sprendin% patikrinant per polinomin% 
laik".  

NP klasei priklauso daug labai gerai žinom! ir pla#iai nagrin&t! 
kombinatorini! optimizavimo uždavini!. Vieni j! yra paprastesni 
(išsprendžiami per polinomin% laik"), kitiems, sud&tingesniems, 
uždaviniams, žinomi tik perrenkantys visus sprendinius algoritmai.  

NP pilnas uždavinys yra toks uždavinys, kuris yra ne lengvesnis už 
visus kitus NP uždavinius. Taigi fraz$ „uždavinys yra NP pilnas“ 
„išvertus“ % suprantamesn$ kalb", reikšt!: niekam iki šiol nepavyko 
rasti efektyvaus uždavin# sprendžian$io algoritmo; tik!tina, kad toks 
algoritmas apskritai neegzistuoja.  

Nepaisant sud&tingumo, šie uždaviniai gali tur&ti labai paprast" 
formuluot$, pavyzdžiui, toki". Žinomi atstumai tarp n miest%; pirklys 
nori prad!ti savo kelion& viename iš j%, apsilankyti kiekviename mieste 
tik po vien" kart" ir sugr#žti # pradin# miest"; užduotis – iš vis% toki% 
maršrut% surasti trumpiausi". 
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3 pav. Keliaujan#io pirklio uždavinys 

Šis uždavinys dar yra vadinamas Keliaujan#io pirklio uždaviniu, o 
ieškomasis kelias – optimaliu Hamiltono ciklu. 

Ne!tik"tina, bet iki šiol niekas nesurado tikslaus ir efektyvaus 
algoritmo, sprendžian#io š! uždavin!. Vienintelis žinomas b$das rasti 
optimal% sprendin! bendru atveju – perrinkti visus !manomus 
maršrutus O(n!) sud"tingumo (t.y. labai neefektyviu) algoritmu.  

K& gi daryti, jei olimpiadoje tenka spr'sti uždavin!, kuris, j$s% 
žiniomis, yra NP pilnas? Tikrai neverta pulti ! panik&. Svarbiausia, 
kad j$s tai jau žinote! Nereikia ieškoti tikslaus ir efektyvaus uždavin! 
sprendžian#io algoritmo manant, kad kiti jau tok! surado, o nesiseka 
tik jums. Ver#iau skirkite savo laik& ir energij& kurti euristiniam 
algoritmui, kuris bendru atveju pateikt% kuo geresnius rezultatus 
(pavyzdžiui, kuo trumpesnius maršrutus), arba, jei pradiniai 
duomenys tikrai labai maži, – spr'sti uždavin! perrinkimu. 
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1.8 Amžinyb!s d!lion!  

Kristoferis Montonas (Christopher Monton) 
suk!r" geometrin# d"lion#, kuri$ pavadino 
Amžinyb!s d!lione (angl. Eternity puzzle). Ji 
buvo sudaryta iš 209 %vairios formos netai-
sykling& daugiakampi&, iš kuri& reik"jo su-
d"ti dvylikakamp%. Dauguma daugiakampi& 
buvo skirtingi, o juos visaip sukiojant buvo 
galima pasiekti labai daug pozicij& (t.y. iš 
dalies daugiakampi& sud"liot& geometrini& 
fig!r&), kurios nenuvesdavo prie sprendi-
nio. 

K. Montonas užsak" pagaminti ši$ d"lion#, ir 1999 met& liep$ ji 
atsid!r" parduotuvi& lentynose. Jis taip pat pažad"jo, kad sumok"s 
milijon$ svar& tam, kuris pirmasis sud"s ši$ d"lion# iki 2000 met& 
rugs"jo. Kilo visuotinis susidom"jimas d"lione, prekyba vyko labai 
s"kmingai: netgi Grenlandijoje buvo parduodami rekordiniai kiekiai 
d"lioni&. Žmon"s pirko, band" sud"lioti d"lion# ir laim"ti milijon$. 

Prieš pažad"damas milijon$, K. Montonas be abejo, konsultavosi su 
matematikais, ir šie užtikrino, kad uždavinio ne%manoma išspr#sti 
per duot$ laik$ net ir su kompiuterio pagalba, nes tai NP pilnas 
uždavinys. Vieni ekspertai sp"jo, kad geriausiu atveju uždavinio 
sprendimas užtruks apie ketverius metus. Kiti mokslininkai netgi 
teig", kad uždavinio sprendimas užtruks ilgiau nei gyvuos Visata. 
Nors visada lieka atsitiktinio sud"liojimo tikimyb", buvo 
apskai'iuota, kad tikimyb" vienu bandymu atsitiktinai sud"lioti ši$ 
d"lion# yra 1 iš 10500 (palyginimui: tikimyb" išlošti Didžiosios 
Britanijos nacionalin"je loterijoje yra 1 iš 14!106). 

K. Montonas buvo tikras, kad jo milijonas yra saugus. Už pinigus, 
gautus pardavus d"liones, jis tik"josi suremontuoti jam priklausius% 
1825 metais pastatyt$ dvar$, turint% 67 kambarius ir 200 akr& žem"s. 

 

4 pav. Amžinyb"s d"lion"s 
daugiakampio pavyzdys 
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Ta!iau du Kembridžo matematikai A. Serbis (Alex Serby) ir 
O. Riordanas (Oliver Riordan) sugeb"jo sud"ti d"lion# iki nurodytos 
datos. Jie pasteb"jo, kad sud"lioti d"lion# iki tokios b$senos, kai lik# 
daugiakampiai nebetelpa, yra gana paprasta. Tolesn" s"km" 
priklauso nuo nepanaudot% daugiakampi% rinkinio – kuo 
parankesni% form% jie yra ir kuo daugiau &vairios formos 
daugiakampi% galima iš j% sud"ti, tuo šis rinkinys parankesnis 
tolimesniems bandymams. Tokiu b$du jie atrinko „blogus“ 
gabal"lius ir optimizuotoje perrinkimo programoje steng"si juos 
pad"ti pirmiausia. Ši strategija pasitvirtino ir keletas j% asmenini% 
kompiuteri% per por' savai!i% surado sprendin&. K. Montonui teko 
parduoti savo dvar' ir išmok"ti milijon'...  
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2 PIRMASIS ALGORITMAS – EUKLIDO 
ALGORITMAS DIDŽIAUSIAM BENDRAJAM 
DALIKLIUI RASTI 

Kart! mokinys, išmok"s savo pirm!j! geometrijos teorem!,  
paklaus# Euklido: „Kokia man nauda, kad šitai išmoksiu?“. 

 Euklidas pakviet# savo verg! ir tar#: „Duok šiam žmogui  
drachm!, nes jis turi tur#ti naudos iš to, k! išmoksta.“ 

J. Stobijus (Joannes Stobaeus), V a. pr. Kr. 
 

Šiame skyrelyje susipažinsime su se-
niausiu netrivialiu algoritmu, išlikusiu 
iki ši! dien!. Tai algoritmas didžiau-
siam bendrajam dalikliui rasti. N"ra 
žinoma, kas š# algoritm$ sugalvojo  
(ir ar tai buvo vienas žmogus). Dar 
prieš Euklidui (graik! k. !"#$%&'(), 
Eukleides) aprašant š# algoritm$, j# sa-
vo veikale cituoja Aristotelis. Euklidas 
algoritm$ kruopš%iai apraš" garsiajame 
veikale „Pradmenys“ (apie 300 m. pr. 
Kr.), tod"l algoritmui ir prigijo Eukli-
do vardas. 

2.1 Didžiausias bendrasis daliklis ir mažiausias 
bendrasis kartotinis 

Prisiminkime didžiausio bendrojo daliklio (DBD) ir mažiausio bendrojo 
kartotinio (MBK) s$vokas. 

Sakome, kad skai!ius a dalija skai!i" b, jei egzistuoja toks 
sveikasis skai%ius k, kad b = ka; žymime a|b.  

 

5 pav. Euklido portretas 
(sena gravi$ra) 
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Pavyzdžiui, 5|30, nes 30 = 6!5. Skai!ius 1 dalija visus skai!ius 
(1|a, visiems sveikiesiems a), o skai!i" 0 dalija visi skai!iai, išskyrus 
pat# 0 (a|0, visiems sveikiesiems a, a " 0). 

Dviej" neneigiam" skai!i" a ir b didžiausiu bendruoju dalikliu 
(DBD) vadinamas didžiausias skai!ius, dalijantis a ir b. Pavyzdžiui, 
DBD(12, 8) = 4, DBD(3, 6) = 3, DBD(7, 9) = 1. 

Neneigiam" skai!i" a ir b mažiausiu bendruoju kartotiniu 
(MBK) vadinamas mažiausias teigiamas skai!ius, kur# dalija a ir b. 
Pavyzdžiui, MBK(12, 8) = 24, MBK(3, 6) = 6, MBK(7, 9) = 63. 

Nat$ralus b$das rasti DBD(a, b) – išskaidyti skai!ius a ir b 
pirminiais daugikliais ir išrinkti visus bendruosius ši" skai!i" 
pirminius daugiklius. Pavyzdžiui, 12 = 2!2!3, 8 = 2!2!2, bendrieji 
daugikliai yra 2!2, taigi DBD(12, 8) = 4. Šiuo b$du tarsi 
konstruojame DBD, stengdamiesi j# padaryti kuo didesn# (rinkdami 
kuo daugiau skai!iaus a pirmini" daugikli"), ta!iau ži$r%dami, kad 
DBD dalyt" ir skai!i" b. 

MBK(a, b) taip pat galime rasti išskaid& skai!ius a ir b # pirminius 
daugiklius. Kadangi a|MBK(a, b), tai MBK turi priklausyti visi a 
pirminiai daugikliai. Ta!iau ir b|MBK(a, b), tod%l pridedame 
skai!iaus b pirminius daugiklius, kuri" tr$ksta (b$tent,  daugiklius, 
kurie n!ra bendrieji skai!iams a ir b). Pavyzdžiui, MBK(12, 8) = 
2!2!3!2 = 24. 

Šie DBD ir MBK konstravimo b$dai paaiškina ir šiuos skai!ius 
siejan!i' lygyb&: DBD(a, b) ! MBK(a, b) = a!b.  
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2.2 Euklido algoritmas 

An algorithm must be seen to be believed. 
Algoritm! reikia pamatyti, kad juo patik"tum. 

Donaldas Knutas (Donald Knuth) 
 

Tarkime, reikia rasti skai!i" a ir b didžiausi#j$ bendr# dalikl$. 
Atliekame tokius veiksmus: 

• jei b = 0, tai DBD(a, b) lygus a, priešingu atveju a2 = b, 
b2 = a mod b (lygus liekanai, gautai padalijus a iš b) 

• jei b2 = 0, tai DBD(a, b) lygus a2, priešingu atveju 
a3 = b2, b3 = a2 mod b2 

• ... 

• jei bk = 0, tai DBD(a, b) lygus ak, priešingu atveju 
ak+1 = bk, bk+1 = ak mod bk.  

Kadangi dalydami iš skai!iaus n galime gauti liekan# nuo 0 iki n–1, 
tai b > b2 > ... > bk > ... > bn = 0, ir algoritmas atliks baigtin$ skai!i" 
veiksm" (anks!iau ar v%liau bi taps lygus 0, tad algoritmas baigs 
darb#). 

Raskime skai!i" a = 12 ir b = 8 DBD naudodamiesi Euklido algo-
ritmu: 

• b > 0, taigi skai!iuojame a2 = b = 8, 
b2 = a mod b = 12 mod 8 = 4.  

• b2 > 0, taigi skai!iuojame a3 = b2 = 4, 
b3 = a2 mod b2 = 8 mod 4 = 0.  

• b3 = 0, taigi DBD(a, b) = a3 = 4.  
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Gavome DBD(12, 8) = 4. Užrašysime Euklido algoritm! Paskalio 
kalba. 

function DBD(a, b : longint) : longint; 
var c : longint; 
begin 
    while b > 0 do begin 
        c := a; 
        a := b; 
        b := c mod b; 
    end; 
    DBD := a; 
end; 

Jei reikia rasti dviej" skai#i" DBD, ta#iau nežinome, ar jie teigiami, 
funkcij! iškvie#iame perduodami skai#i" modulius:  
DBD(abs(a), abs(b)). 

Euklido algoritmas yra teisingas, nes remiasi s!ryšiu: DBD(a, b) = 
DBD(b, a mod b). Šio s!ryšio teisingumu nesunku $sitikinti 
pasinaudojus lygybe:  

a = (a div b) · b + a mod b. 

Du skai#iai turi vien! ir tik vien! didžiausi!j$ bendr! dalikl$. 
Tarkime, DBD (a, b) = d. Daliklis d dalija skai#i" a ir taip pat dalija 
jo dal$ (a div b) · b, tod%l turi dalyti ir likusi! skai#iaus a dal$ – 
a mod b. Taigi skai#i" a ir b didžiausias bendrasis daliklis yra ir 
(mažesni") skai#i" poros b ir a mod b didžiausias bendrasis daliklis, 
t. y. DBD(a, b) = d = DBD(b, a mod b). 

Pam%ginkime $vertinti Euklido algoritmo sud!tingum". Pasiremsi-
me nelygybe n mod m < n/2, kur n ir m – sveikieji neneigiami 
skai#iai ir n ! m.  
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Nelygyb! teisinga, nes: 

• jei m ! n/2, tuomet n mod m < m ! n/2; 

• jei m > n/2, tuomet n div m = 1; tada lygyb"  
n = (n div m) m + n mod m perrašome: n = m + n mod m;  
gauname n mod m = n – m < n – n/2 = n/2. 

Tarkime, kad a > b (jei taip n!ra, tai atliekant cikl# pirm#j$ kart#, šie 
skai%iai bus sukeisti vietomis). Ciklo viduje atliekamas operacijas 
galime laikyti elementariomis, tad Euklido algoritmo sud!tingumas 
tiesiog proporcingas tam, kiek kart& bus atliekamas ciklas while.  

Panagrin!kime, kaip kei%iasi kintam&j& a ir b reikšm!s vykdant 
while cikl#. Sakykime, pradin!s ši& kintam&j& reikšm!s yra a0 ir b0. 
Po pirmos ciklo iteracijos a1 = b0, o b1 = a0 mod b0 < a0/2. Po 
antros iteracijos a2 = b1 < a0/2, o b2 = a1 mod b1 < a2. Gavome, kad 
atlikus dvi ciklo iteracijas, pirmojo kintamojo reikšm! sumaž!ja 
daugiau negu dvigubai ir dar vis galioja a " b. Po keturi& iteracij& 
pirmojo kintamojo reikšm! bus daugiau nei keturis kartus mažesn! 
už pradin" ir t. t. Taigi matyti, kad ciklas bus vykdomas ne daugiau 
kaip 2log a kart&. Dabar jau nesunku $vertinti, kad Euklido 
algoritmo sud!tingumas yra O(log a).  

Kadangi Euklido algoritmas apibr!žiamas rekurentiniais s#ryšiais: 

DBD(a, b) = a, jei b = 0 
DBD(a, b) = DBD(b, a mod b), jei b > 0 
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tai Euklido algoritm! nesunku užrašyti rekursyvia7 funkcija: 

function DBD(a, b : longint) : longint; 
begin 
    if b = 0 then 
        DBD := a 
    else 
        DBD := DBD(b, a mod b); 
end; 

Pasteb"kime, kad jei a < b, algoritmas pirmu žingsniu šiuos skai#ius 
sukei#ia vietomis, pavyzdžiui, DBD(24, 54) = DBD(54, 24) = 
DBD(24, 6) = DBD(6, 0) = 6. 

Beje, pats Euklidas š$ algoritm! apraš" kiek kitaip. Mat graik% ma-
tematikai nelaik", kad vienetas dalija kit! teigiam! skai#i%. Buvo 
galimi trys variantai: arba du teigiami sveikieji skai#iai yra abu lyg&s 
vienetui, arba tarpusavyje pirminiai, arba turi bendr! didžiausi! 
dalikl$. Vienetas netgi nebuvo laikomas skai#iumi, o nulis apskritai 
neegzistavo.  

2.3 Euklido algoritmo taikymas, mažiausio 
bendrojo kartotinio (MBK) radimas 

Didžiausiojo bendrojo daliklio gali prireikti sprendžiant $vairius 
skai#iavimo uždavinius. Vienas iš pavyzdži% – prastinant trupmenas, 
skaitikl$ ir vardikl$ reikia padalyti iš didžiausio j% bendrojo daliklio.  

                                                 
7 Su rekursija išsamiai susipažinsime 4 skyriuje. 
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Euklido algoritmas leidžia efektyviai apskai!iuoti ir mažiausi" 
bendr"j# kartotin#: 

function MBK(a, b : longint8) : longint; 
begin 
    MBK := a * b div DBD(a, b); 
end; 

Naudodamiesi Euklido algoritmu galime rasti ne tik dviej$, bet ir 
keleto skai!i$ DBD bei MBK. Kadangi DBD(a, b, c) = 
DBD(DBD(a, b), c), ir MBK(a, b, c) = MBK(MBK(a, b), c). Šias ly-
gybes suprasti ir #rodyti nesunku #sivaizduojant, kaip konstruotume 
DBD ir MBK iš skai!i$ a, b ir c pirmini$ daugikli$.  

Tarkime, masyve m yra k sveik$j$ skai!i$. Pateiksime fragment", 
randant# vis$ k skai!i$ DBD ir MBK: 

vis!DBD := 0; { po pirmo žingsnio taps lygiu m[1] } 
for i := 1 to k do 
    vis!DBD := DBD(abs(m[i]), vis!DBD); 

vis!MBK := 1; { po pirmo žingsnio taps lygiu m[1] } 
for i := 1 to k do 
    vis!MBK := MBK(abs(m[i]), vis!MBK);

                                                 
8 Svarbu nepamiršti, kad longint tipo kintamieji gali saugoti reikšmes, ne didesnes 
negu 231 – 1. Taigi MBK bus skai!iuojamas teisingai tik tuo atveju, kai skai!i$ a ir 
b sandauga neviršija šio skai!iaus. 
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3 PIRMINIAI SKAI!IAI 

Matematikai veltui band! atrasti kok" nors d!sningum# pirmini$ skai%i$ 
sekoje, ir yra priežas%i$ manyti, kad šios paslapties žmogaus protas 

neperpras niekada. 
Leonardas Oileris (Leonhard Euler) 

 
Manoma, kad pirminiai skai!iai bu-
vo žinomi jau Babilonijos civilizaci-
joje. Nuo seniausi" laik" jie domi-
no matematikus. XX a. pabaigoje 
pirminiai skai!iai buvo s#kmingai 
pritaikyti kriptografijoje: kelios po-
puliarios viešojo rakto kriptosche-
mos paremtos faktu, jog sudauginti 
du skai!ius lengva, o didel$ skai!i" 
išskaidyti pirminiais daugikliais – 
labai sud#tinga. Žini" apie pirmi-
nius skai!ius gali prireikti ir spren-
džiant $vairius skai!iavimo uždavi-
nius. 

3.1 Pirminiai skai"iai ir pagrindin# aritmetikos 
teorema 

Pirminiais vadinami nat%ralieji skai!iai, kurie dalijasi tik iš vieneto 
ir sav&s. Štai dešimt pirm"j" pirmini" skai!i": 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 
19, 23, 29. Pirminiai skai!iai matematikoje yra svarb%s d#l 
pagrindin#s aritmetikos teoremos, teigian!ios, kad kiekvien' 
skai!i" vieninteliu (unikaliu) b%du galima išreikšti pirmini" skai!i" 
sandauga, nekreipiant d#mesio $ j" tvark'. Didel# šios teoremos 
svarba yra viena priežas!i", kod#l skai!ius vienas nelaikomas 
pirminiu: tuomet teorem' reik#t" papildyti dar viena nereikalinga 
s'lyga. 

 

6 pav. Laikrodis, rodantis tik 
pirmin" laik# (valandas, minutes, 
sekundes). Šis laikrodis per par# 
7669 kartus teisingai rodo laik#  
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3.2 Kiek j! yra? 

Pirmini! skai"i! yra be galo daug. Tai žmon#s žinojo jau labai 
seniai. Euklidas savo veikale „Pradmenys“ pateik# grakšt! $rodym%:  

Tarkime, kad pirmini! skai"i! yra baigtinis kiekis – k. 
Pažym#kime šiuos k pirmini! skai"i! p1, p2, ..., pk–1, pk, ir 
panagrin#kime skai"i! m = p1 · p2 · p3 · ...  · pk–1 · pk + 1. 
Dalydami m iš bet kurio pi (1 ! i ! k) gausime liekan% 1, 
t. y. n# vienas pirminis skai"ius nedalija m. Tai reiškia, kad 
arba m pats yra pirminis, arba išraš#me ne visus pirminius 
skai"ius. Bet kuriuo atveju yra bent k + 1 pirmini! skai"i! 
– gavome prieštar%. Taigi pradžioje padaryta prielaida, kad 
pirmini! skai"i! yra baigtinis kiekis, buvo neteisinga. 
Vadinasi, pirmini! skai"i! yra be galo daug. Tai ir reik#jo 
$rodyti.  

Kiek yra pirmini! skai"i!, ne didesni! už n? Šis klausimas buvo 
užduodamas taip dažnai, kad atsakymas turi net special! vard% – 
"(n). Pi funkcijos reikšm# lygi pirmini! skai"i!, mažesni! arba lygi! 
n, skai"iui (ši funkcija neturi nieko bendra su skai"iumi "). 
Pavyzdžiui, " (20) = 8, nes yra aštuoni pirminiai skai"iai, mažesni 
arba lyg&s 20. Iš ties! n#ra jokio paprasto ir efektyvaus b&do, kaip 
ši% funkcij% apskai"iuoti, kai argumentas didelis9.  

3.3 Ar skai"ius 234234743 pirminis? 

Pats papras"iausias b&das nustatyti, ar skai"ius n pirminis – 
patikrinti, ar jis tenkina pirminio skai"iaus apibr#žim%, t. y. ar 

                                                 
9 Ta"iau $rodyta, jog teisingas šis funkcijos vertinimas: 

n
n

n
n

n
ln

11,1)(
ln

89,0 << ! .  

Taigi funkcijos "(n) priklausomyb# nuo argumento nedaug skiriasi nuo tiesin#s. 
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neatsiras tokio skai!iaus d (1 < d < n), kuris dalyt" n. Algoritmo, 
tikrinan!io visus potencialius daliklius nuo 2 iki n–1, sud#tingumas 
yra O(n). 

Veiksm" skai!i" nesunku sumažinti dvigubai: iš pradži" patikrin$, 
ar n nelyginis, v#liau galime tikrinti dalum% tik iš nelygini" skai!i". 
Nors veiksm" teks atlikti beveik dvigubai mažiau, algoritmo 
sud#tingumas taip pat yra O(n), nes veiksm" skai!ius tiesiškai 
priklauso nuo n. &rodysime, kad pakanka tikrinti potencialius 
daliklius nuo 2 iki n . 

Tarkime, n = d1·d2. Jei d1 > n  ir d2 > n , tuomet d1·d2 > n, 

taigi arba d1 ! n , arba d2 ! n . Tod#l, nuosekliai ieškodami 

dalikli" nuo 2, negalime tik#tis rasti dalikl' d1 > n , nes 

d2 = (n / d1) < n  taip pat turi b(ti skai!iaus n daliklis, ir j' 
mes b(tume aptik$ anks!iau.  

Apibendrin$ šiuos pasteb#jimus, galime parašyti pakankamai spart" 
(O( n ) sud#tingumo) algoritm%, tikrinant', ar skai!ius n > 1 
pirminis. 

function pirminis(n : longint) : boolean; 
var d,            { potencialus daliklis } 
    sn : longint; { riba, iki kurios ieškosime dalikli" } 
begin 
    pirminis := (n mod 2 <> 0) or (n = 2); 
    sn := round(sqrt(n) + 1); 
    d := 3;      { tikrinsime dalum# iš nelygini" skai!i" } 
    while pirminis and (d < sn) do 
        if n mod d = 0 then pirminis := false 
        else d := d + 2; 
end; 
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!vykd" funkcij# pirminis galime at-
sakyti $ skyrelio pradžioje pateikt# 
klausim# – skai%ius 234234743 tikrai 
pirminis. 

Jei skai%i& reikšm's b(t& per didel's 
standartiniams sveik&j& skai%i& ti-
pams, tai su jais atliekamos aritmeti-
n's operacijos nebegal't& b(ti prilygi-
namos elementariems veiksmams, o 
joms atlikti tekt& rašyti specialias pro-
ced(ras. Tai keist& ir algoritmo sud'-
tingum#. 

Ilg# laik# buvo nežinomas polinominis algoritmas, tikrinantis, ar 
didelis skai%ius yra pirminis10, ir tik 2002 metais Indijos mokslinink& 
grup' $rod', kad tai n'ra NP pilnas uždavinys. Beje, jei b(t& atrastas 
b(das efektyviai išskaidyti didel$ skai%i& pirminiais dauginamaisiais, 
tai kai kurios svarbios saugumo sistemos tapt& nesaugios. 

3.4 Eratosteno r!tis  

Jei nor'tume surasti visus pirminius skai%ius, mažesnius arba lygius 
n, gal'tume tikrinti kiekvien# iš j& k# tik aprašytuoju b(du. Tokio 
algoritmo sud'tingumas – O( nn ). Ta%iau šitaip ieškodami pirmi-
ni& skai%i& mes nepasinaudotume svarbiu faktu: tikrinant, ar skai-
%ius n0 pirminis, jau rasti visi pirminiai skai%iai, mažesni už n0. 

                                                 
10 Operacij& su dideliais skai%iais sud'tingumas matuojamas aritmetini& bit& 
operacij& skai%iumi. Tokiu atveju pradini& duomen& dydis yra skaitmen& (bit&) 
skai%ius, taigi skai%iui n pradini& duomen& dydis yra m = log n. O algoritmas, 
skai%iui n atliekantis n veiksm&, iš ties& atliks eksponentin$ veiksm& skai%i&, kaip 
funkcij# nuo pradini& duomen& dydžio: n = 2m. 

 

7 pav. Graik" matematikas 
Eratostenas 

276 – 194 m. pr. Kr. 
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Geresn! pirmini" skai#i" paieškos algoritm$ prieš kelis t%kstan#ius 
met" sugalvojo graik" matematikas Eratostenas (graik" k. 
!"#$%&'()*+). Graikijoje tuo metu buvo rašoma ant papiruso arba 
odos, o vykdant š! algoritm$, sud&tinis skai#ius buvo išbraukiamas j! 
perduriant aštria lazdele. Pabaigus vykdyti algoritm$, lentel& 
primindavo r&t!, tod&l šis algoritmas vadinamas Eratosteno r!"iu.  

Surašykime visus skai#ius nuo 1 iki n ! eil'. Skai#i" „sijojimas“ 
vyksta labai paprastai: eile keliaujama nuo 2 iki n , ir, sutikus neiš-
braukt$ skai#i" k, išbraukiami visi k kartotiniai iki n (išskyrus pat! 
skai#i" k). Tokiu b%du „atsijojami“ sud&tiniai skai#iai, o visi lik' yra 
pirminiai (išskyrus, žinoma, vienet$).  

Naudodamiesi Eratosteno r&#iu raskime visus pirminius skai#ius, ne 
didesnius kaip n = 25. 

( eil' surašome skai#ius nuo 1 iki 25, o eile keliausime iki 525 = . 

 

Pradedame nuo skai#iaus 2 – pat! skai#i" paliekame, o visus jo 
kartotinius išbraukiame.  
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Paeiname eile per vien! skai"i# $ dešin% (nuo 2 pereiname prie 3).  
3 neišbrauktas, tad 3 paliekame, o visus kartotinius išbraukiame.  

  

V&l pereiname per vien! skai"i# $ dešin%. Skai"ius 4 jau išbrauktas, 
ta"iau 5 – ne. Išbraukiame visus skai"iaus 5 kartotinius: 

 

Pasiek&me 255 = , taigi darb! baigiame. Eil&je liko pirminiai 
skai"iai, ne didesni už 25, ir vienetas. 

Dabar užrašykime algoritm! Paskalio kalba. Skai"i# eil% vaizduosime 
loginiu masyvu pirm. 

for k := 2 to n do 
    pirm[k] := true; 
for k := 2 to round(sqrt(n) + 1) do 
    if pirm[k] then begin 
        j := 2 * k; 
        while (j <= n) do begin 
            pirm[j] := false; 
            j := j + k; 
        end; 
    end; 

Šis algoritmas reikalauja O(n) atminties (loginiam masyvui). Turb't 
ne taip akivaizdu, kad algoritmas reikalauja O(n!log(log n)) laiko – 
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šio fakto ne!rodin"sime. Iš ties# algoritmo sud"tingumas beveik 
tiesinis. 

Kart$ !vykd% Eratosteno r"&io algoritm$, galime per konstantin! 
(O(1)) laik$ patikrinti, ar skai&ius iš intervalo 1..n yra pirminis, – 
tereikia patikrinti atitinkam$ masyvo element$. 

Abu aptartus algoritmus galima naudoti kartu. 'sivaizduokime, jog 
tenka tikrinti, ar dideli skai&iai (iki 231) yra pirminiai. Tiek atminties 
skirti negalime, tod"l negalime naudoti Eratosteno r"&io algoritmo. 
Ta&iau Eratosteno r"&iu surad% visus pirminius skai&ius iki 

312 ! 46341 ir perk"l% ! atskir$ masyv$, juos galime naudoti kaip 

potencialius daliklius vietoj vis# skai&i# iš intervalo n..2 . 

Tarkime, visi pirminiai skai&iai iki 312  iš eil"s surašyti masyve p. 
Tuomet ankstesn% patikrinimo, ar skai&ius pirminis, funkcij$ galime 
pakeisti spartesne: 

function pirminis(n : longint) : boolean; 
var i,            { masyvo p indeksas } 
    sn : longint; { riba, iki kurios ieškosime dalikli" } 
begin 
    pirminis := true; 
    sn := round(sqrt(n) + 1); 
    i  := 1; 
    while pirminis and (p[i] < sn) do 
        if n mod p[i] = 0 then 
            pirminis := false 
        else 
            i := i + 1; 
end; 
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3.5 Pirmini! skai"i! 
paieška t#siasi 

Pirmini! skai"i! yra be galo daug, tad 
didžiausio j! ir negali b#ti. Nuo sen! 
laik! lenktyniaujama, kas atras didesn$ 
pirmin$ skai"i!. XVII amžiuje matema-
tikai %m% intensyviai ieškoti d%sningu-
m! pirmini! skai"i! sekoje. Tuo metu 
gyven&s filosofas ir matematikas vie-
nuolis Marinas Mersenas (Marin 
Mersenne) pasteb%jo, kad daug skai"i!, 
užrašom! pavidalu 2p–1, kur p – pir-
minis skai"ius, taip pat yra pirminiai. 
Tokie pirminiai skai"iai dabar vadinami 
Merseno pirminiais. Atsiradus kompiuteriams, šie iš karto buvo 
pasitelkti pirmini! skai"i! paieškai. 1997 metais pirmini! skai"i! 
paieškai buvo sukurtas GIMPS (angl. The Great Internet Mersenne 
Prime Search) paskirstyt! skai"iavim! projektas. Visi norintys daly-
vauti šiame projekte gali atsisi!sti $ savo kompiuter$ programin& 
$rang', kuri išnaudos laisv' j#s! kompiuterio procesoriaus darbo 
laik': parsisi!s ir atliks tam tikr' užduo"i! paket', o rezultatus 
perduos $ centrin$ server$. Šio projekto vykdytojai jau rado net 9 
didžiausius (tuo metu) Merseno pirminius skai"ius. 1999 m. EFF 
(Electronic Frontier Foundation) paskelb% šimtat#kstantines premijas 
pirmiesiems, atradusiems pirminius skai"ius, turin"ius labai daug 

 

9 pav. 1963 m. didžiausio tuo metu žinomo 
pirminio skai!iaus garbei buvo skirtas pašto 

ženklas 

 

8 pav. 
 Marinas Mersenas  

(1588–1648) 
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(nuo 1 000 000) skaitmen!. Pirmoji 50 000 doleri! premija jau 
buvo išmok"ta 2000 metais GIMPS projekto dalyviui, atradusiam 
Merseno pirmin#, sudaryt$ iš 2 098 960 skaitmen!. 2005 gruodžio 
15 dien$ buvo atrastas 43-iasis Merseno pirminis skai%ius  
230 402 457–1, sudarytas iš 9 152 052 skaitmen!. Tad iki antrosios, 
dvigubai didesn"s, premijos už iš ne mažiau kaip 10 000 000 
skaitmen! sudaryt$ pirmin# skai%i! laukti lieka neilgai. 
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4 REKURSIJA  

In order to understand recursion, one must first understand recursion. 
Norint suprasti rekursij!, pirma reikia suprasti rekursij!. 

Populiarus humoristinis posakis 
 

Šis humoristinis posakis gana gerai nusako rekursijos esm!: 
algoritmas yra rekursyvus, jei bent vienas iš jo žingsni" yra to 
paties algoritmo atlikimas su kitais (dažniausiai mažesniais) 
duomenimis. 

Pažint# su rekursija prad$kime nuo geometrin$s fig%ros, vadinamos 
Mengerio kempine11 (ji yra fraktalinis12 k%nas), konstravimo 
algoritmo: 

1 žingsnis Paimamas kubas. 

2 žingsnis Kubas suskaidomas # 27 vienodo dydžio kubelius.  

3 žingsnis Pašalinamas kubo viduryje esantis kubelis, taip pat 
dar 6 kiekvienos sienos viduryje esantys kubeliai.  

4 žingsnis Toliau su kiekvienu likusiu kubeliu veiksmai 
kartojami nuo antro žingsnio. 

                                                 
11 Mengerio kempin$s iliustracija paimta iš 
http://en.wikipedia.org/wiki/Menger_sponge. 

12 Termin& „fraktalas“ (išvertus iš lotyn" kalbos tai reiškia suduž"s, suskil"s) pasi%l$ 
B. Mandelbrotas. Jis nor$jo viena s&voka aprašyti tokius gamtoje pasitaikan'ius 
darinius kaip debesys, kalnai, žaibai arba tam tikrus geometrinius objektus. 
Pasirodo, visi šie objektai yra fraktalai ir turi tam tikr" bendr" savybi". Fraktal" 
geometrijos atradimas yra vienas didžiausi" XX amžiaus matematikos pasiekim", ši 
geometrija pla'iai taikoma #vairiose srityse, pavyzdžiui, kuriant fantastinius gamt& 
imituojan'ius peizažus filmuose. 

http://en.wikipedia.org/wiki/Menger_sponge
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Pateiktas konstravimo algoritmas yra rekursyvus, nes ketvirtame 
žingsnyje nurodoma t! pat" algoritm! taikyti kitiems duomenims.  

4.1 Rekursyvios funkcijos 

Aukšto lygio programavimo kalbos suteikia galimyb# aprašyti 
rekursyvias funkcijas, t. y. funkcijas, kurios iškvie$ia pa$ios save. 
Kiekvien! kart! kreipiantis " funkcij!, "simenamas gr"žimo adresas, 
padaromos parametr% kopijos ir 
sukuriami nauji lokal&s funkcijos 
kintamieji.  

Tai organizuojama d!klo (angl. 
stack) duomen% strukt&ra. Ši 
strukt&ra veikia LIFO (angl. Last 
in First out) principu: nauji duo-
menys dedami " d'klo „virš%“ ir 
imami nuo „viršaus“, t. y. imant 
duomenis visada paimamas pasku-
tinis pad'tas duomuo. Taigi 
kiekvien! rekursyv% algoritm! ga-
lima realizuoti nenaudojant re-
kursijos, o suprogramuojant ir 
panaudojant savo d'klo duomen% 
strukt&r!.  

 
10 pav. Mengerio kempin! 

 

11 pav. L!kš"i# krovimas $ 
stirt% primena d!kl% — 

paskutin! pad!ta l!kšt! bus 
paimta pirmoji 
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Rekursyvi funkcija su j! iškvietusia funkcija (savo pa"ios „kopija“) 
gali bendrauti tik parametrais bei globaliais kintamaisiais.  

Panagrin#kime kelet! paprast$ rekursyvi$ funkcij$. Vien!, beje, jau 
mat#me – Euklido algoritmas DBD rasti gali b%ti užrašomas 
rekursyviai. 

Kitas pavyzdys – skai"iaus faktorialas: 

0! = 1 
n! = n(n – 1)!, jei n > 0 

Galime parašyti skai"iaus faktorial! skai"iuojan"i! funkcij!: 

function fakt(n : integer) : longint; 
begin 
    if n = 0 then 
        fakt := 1 
    else 
        fakt := n * fakt(n – 1); 
end; 

Kreipinio fakt(4) vykdym! iliustruoja žemiau pateiktas paveikslas: 

 

Atlikus kreipin& fakt(n), iš viso bus &vykdyta (n + 1) funkcij$ 
kvietim$, taigi šios funkcijos sud#tingumas yra O(n). Šis b%das yra 
l#tesnis už faktorialo skai"iavim! ciklu, kadangi funkcijos iškvieti-
mas yra kur kas sud#tingesnis procesas už ciklo iteracij!. 

Kitas rekursyvios funkcijos pavyzdys – Fibona"io skai"iai. 1202 me-
tais ital$ matematikas Leonardo Pisano, vadinamas Fibona"iu 
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(Fibonacci), sugalvojo uždavin!: triuši" pora kas m#nes! atsiveda po 
du triušiukus (patin#l! ir patel$), o iš atvest"j" triušiuk" po dviej" 
m#nesi" jau gaunamas naujas prieauglis. Kiek triuši" bus po met", 
jei met" pradžioje buvo viena jaunikli" pora? Triuši" skai%i" 
kiekvien& m#nes! nusakys seka 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34..., o šie 
skai%iai yra vadinami Fibona%io skai%iais. Juos taip pat galima 
skai%iuoti rekursyviai: 

F1 = F2 = 1 
Fn = Fn–1 + Fn–2, jei n > 2 

function F(n : integer) : longint; 
begin 
    if n <= 2 then 
        F := 1 
    else 
        F := F(n – 1) + F(n – 2); 
end;  

Nors ši funkcija atrodo tokia pat paprasta, kaip ir faktorialo, jos 
sud#tingumas yra eksponentinis13. Taip yra tod#l, kad kiekviena 
funkcija iškvie%ia net dvi kitas, antrines funkcijas, o joms 
perduodami argumentai sumažinami tik pastoviu dydžiu. Iškvietus 
F(45), atsakymo tekt" palaukti. 

Pasteb#kime, kad visi min#ti uždaviniai pasižymi viena bendra 
savybe: spr$sdami uždavin!, turime išspr$sti analogiškus, bet 
mažesnius uždavinius. Pavyzdžiui, jei norime suskai%iuoti n!, turime 
išspr$sti mažesn! uždavin! – suskai%iuoti (n – 1)!, o jei norime rasti 
DBD(25, 15) (pagal Euklido algoritm&), turime rasti DBD(15, 10). 

                                                 
13 Fibona%io skai%ius galima skai%iuoti efektyviai (per tiesin! laik&), masyve 
!simenant jau apskai%iuotas reikšmes; apie tai skaitykite 12.2 skyrelyje.  
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4.2 Hanojaus bokšt! uždavinys 

Išspr!sime klasikin" Hanojaus 
bokšt! uždavin", kur" 1883 
metais suformulavo pranc#z$ 
matematikas Eduardas Lukas 
(Edouard Lucas). 

Duoti trys stiebai ir aštuoni 
skirtingo dydžio diskai. Iš 
pradži! visi šie diskai su-
mauti ant pirmojo stiebo: apa#ioje pats didžiausias diskas, 
ant jo – mažesnis ir t. t. Viršuje užmautas pats mažiausias iš 
disk!.  

Užduotis: reikia perkelti visus diskus nuo pirmojo stiebo ant 
paskutinio laikantis ši! taisykli!:  

• Vienu $jimu galima kelti tik vien% disk%.  
• Disk% galima užmauti tik ant tuš#io stiebo arba 

užd$ti ant didesnio už j" disko.  
• Atliekam! perk$lim! skai#ius turi b&ti minimalus.  

Prapl%sime standartin! uždavinio formuluot!: vietoj aštuoni$ disk$ 
reikia perkelti n disk$. Stiebai pavadinti raid%mis A, B ir C. Parašy-
kite program&, kuri atspausdint$, kaip perkelti visus diskus, laikantis 
min%t$ taisykli$. 

Panagrin%kime papras'iausius atvejus14. Kai n = 1, disk& perkeliame 
(ir uždavin" išsprendžiame) vienu žingsniu. Nesunku j" išspr!sti, kai 

                                                 
14 Keli$ paprast$ uždavinio atvej$ sprendimas ranka "traukia mus " užduot", suteikia 
intuicijos ir dažnai privilioja geras id%jas! Taigi tai naudinga daryti olimpiadose. 

 
12 pav. Pavyzdys su trimis diskais 
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n = 2, tam reikia trij! perk"lim!. Šiek tiek pagalvoj# suvokiame, 
kad pakanka 7 perk"lim! uždaviniui išspr#sti, kai n = 3. 

Atkreipkite d"mes$, kad niekas nepasikeist!, jei uždavinyje b%t! 
reikalaujama diskus perkelti ne ant dešiniojo, o ant vidurinio disko: 
atliktume tuos pa&ius "jimus, tik diskus keltume ne ant dešiniojo, o 
ant vidurinio ir atvirkš&iai. 

Ko gi reikia, kad gal"tume pagal taisykles perkelti n-'j$ (pat$ 
didžiausi') disk'? Vis! pirma, ant jo neturi b%ti joki! kit! disk!. Be 
to, dešinysis stiebas taip pat turi b%ti tuš&ias. Vadinasi, visi lik# 
diskai turi b%ti jau perkelti ant vidurinio stiebo! Tik tuomet 
gal"sime perkelti n-'j$ (didžiausi') disk'. 

Bandydami (n – 1) mažesni! disk! perkelti ant vidurinio stiebo, 
galime visiškai nekreipti d"mesio $ n-'j$ disk': jis nesutrukdys, 
kadangi yra didesnis už visus likusius diskus. Taigi (n – 1) disk! 
perk"limas yra visiškai tas pats, tik sumažintas, uždavinys. Taip 
pradedame $žvelgti rekursyv! uždavinio sprendim', kurio bendra 
schema tokia: 

Jei norime perkelti n > 0 disk!: 

• Visus mažesnius diskus perkeliame ant tarpinio stiebo.  
• Perkeliame n–"j# disk".  
• Visus mažesnius diskus perkeliame ant galinio stiebo.  

Tegul kelk yra disk! perk"lin"jimo funkcija. Ji turi priklausyti nuo 
disk!, kuriuos reikia perkelti, skai&iaus. Be to, ji turi žinoti, nuo 
kurio ir ant kurio stiebo norima perkelti diskus. Tai nebus visada tie 
patys stiebai A ir C. Pavyzdžiui, jei nor"sime n disk! perkelti nuo 
stiebo A ant stiebo C, turime (n – 1) disk' perkelti nuo stiebo A ant 
stiebo B (ta pati užduotis, tik kitas disk! skai&ius ir stieb! vardai), o 
v"liau – nuo B ant C. Kintamuosius žym"sime nuo, ant ir tarp 
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(tarpiniam stiebui). Jei n > 0, diskus perkeliame remdamiesi 
aukš!iau aprašyta taisykle, o jei n = 0, nereikia atlikti nieko – 
rekursija baigiama. 

procedure kelk(n : integer; nuo, tarp, ant : char); 
begin 
    if n > 0 then begin 
        kelk(n – 1, nuo, ant, tarp); { nuo –> tarp } 
        { perkeliamas n-tasis diskas } 
        writeln(nuo, ' –> ', ant); 
        kelk(n – 1, tarp, nuo, ant)  { tarp –> ant } 
    end 
end;  

Jei norime perkelti n disk" nuo stiebo A ant stiebo C, iškvie!iame 
kelk(n, 'A', 'B', 'C'). Žemiau iliustruojamas proced#ros 
veikimas, iškvietus kelk(3, 'A', 'B', 'C'): 
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Taigi proced!ra atspausdins: 

A –> C 
A –> B 
C –> B 
A –> C 
B –> A 
B –> C 
A –> C 

Nuostabu, kad šiam, iš pirmo žvilgsnio sud"tingam, uždaviniui 
egzistuoja toks elegantiškas sprendimas. 

Parodysime, jog aprašytuoju b!du kilnojant diskus perk"lim# 
skai$ius yra mažiausias. Pažym"kime Tn mažiausi% perk"lim# 
skai$i#, reikaling% perkelti n disk# nuo vieno stiebo ant kito. 
Žinome, kad T0 = 0, T1 = 1, T2 = 3 ir T3 = 7.  

Be to, iš ankstesni# samprotavim# seka, kad n disk# galima perkelti 
Tn–1 + 1 + Tn–1 = 2Tn–1 + 1 perk"limais, t. y.: 

Tn ! 2Tn–1 + 1     (1) 

Kita vertus, ar galime k% nors atlikti geriau? Anks$iau ar v"liau 
b!tinai teks perkelti n-t%j& (didžiausi%) disk%. Prieš tai likusieji n – 1 
disk# prival"s atsidurti ant vidurinio stiebo, o tam reik"s bent Tn–1 
(minimalaus skai$iaus) perk"lim#. Vieno perk"limo reik"s n-ajam 
diskui, ir pagaliau dar bent Tn–1 perk"lim# mažesniems diskams 
perkelti ant viršaus. Tod"l: 

Tn " 2Tn–1 + 1     (2) 

Iš (1) ir (2) nelygybi# gauname, kad Tn = 2Tn–1 + 1.  
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Taigi Tn galime apskai!iuoti pagal rekurentin" s#ryš": 

T0 = 0 
Tn = 2Tn–1 + 1, jei n > 0     (3) 

Pavyzdžiui, T4 = 2T3 + 1 = 15. 

Ta!iau rekurentinis s#ryšis neatsako " klausim#, koks proced$ros 
kelk sud%tingumas. Matyti, kad, disk& skai!i& padidinus vienetu, 
%jim& skai!ius maždaug padvigub%ja. Nor%dami b$ti tikri, 
išspr'sime rekurentin" s#ryš". 

Pažym%kime Un skai!i&, vienetu didesn" už Tn: t. y. Un = Tn + 1.  

Prid%j' prie (3) lygybi& po vienet#, gauname: 

T0 + 1 = 1 
Tn + 1 = 2Tn–1 + 2 = 2(Tn–1 + 1), jei n > 0 

Taigi: 

U0 = 1 
Un = 2Un–1, jei n > 0 

Iš !ia matyti, kad Un = 2Un–1 = 2kUn–k  = 2n, vadinasi, Tn = Un – 1 
= 2n – 1. 

Proced$ros kelk, perkelian!ios n disk&, atliekam& žingsni& skai!ius 
proporcingas Tn, taigi šios proced$ros sud%tingumas yra O(2n). 
Palyginkime proced$r# kelk su Fibona!io skai!i& skai!iavimo 
funkcija F – kiekviena j& atlieka du rekursyvius kreipinius, 
argument# sumažindamos tik pastoviu dydžiu. Tai lemia 
eksponentin" sud%tingum#. 
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4.3 Rekursijos užbaigimas  

Yra j!roj paskandinta d"ž", toj d"ž"j yra zuikis,  
tam zuiky – karvelis, tam karvely – kiaušinis,  

tam kiaušiny – adata, j# perlaužus raganius mirs. 
Lietuvi! liaudies pasaka 

 

Kiekvienoje rekursin"je proced#roje turi b#ti numatyti visi ribiniai 
atvejai, kuriuos pasiekus rekursija nutraukiama. Ribinis atvejis – 
randama ir sulaužoma adata – numatytas netgi pasakoje, tuo labiau 
jo nereikt! pamiršti programuojant.  

Panagrin"kime analizuot! pavyzdži! ribinius atvejus. Skai$iuojant 
skai$iaus n faktorial%, ribinis atvejis yra n = 0 (0! = 1), ieškant n-ojo 
Fibona$io skai$iaus – n ! 2 (F1 = F2 = 1). Ieškant didžiausiojo 
bendro skai$i! a ir b daliklio – rekursija baigiama, kai b = 0, keliant 
diskus Hanojaus bokšt! uždavinyje – kai reikia perkelti 0  
(t. y. nebereikia kelti n" vieno) disk!. 

Viena vertus, b#tina užtikrinti, kad rekursiniame procese b!tinai bus 
pasiekiamas kuris nors ribinis atvejis, kita vertus – reikia nepamiršti 
numatyti vis$ ribini! atvej!. Jei karalaitis kiaušinyje rast! ne adat%, o 
obuol&, jis atsidurt! keblioje pad"tyje... 
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5 PERRINKIMAS IR GR!ŽIMO METODAS 

Modern computers are so fast that brute force can be an effective and 
honourable way to solve problems. 

Šiuolaikiniai kompiuteriai yra tokie spart!s, kad perrinkimas gali b!ti 
efektyvus ir garbingas b!das uždaviniams spr"sti. 

Steven S. Skienna, Miguel A. Revilla, „Programming Challenges“ 
 

1852 metais matematikas F. Gatris (Francis Guthrie) paskelb! 
hipotez", teigian#i$, jog kiekvienam žem!lapiui nuspalvinti taip, kad 
jokios dvi gretimos valstyb!s neb%t& nuspalvintos ta pa#ia spalva, 
pakanka keturi& spalv&. Daugelis matematik& si%l! šios hipotez!s 
'rodymus, ta#iau vis išaišk!davo, kad jie neteisingi15. Hipotez! 
pagaliau tapo teorema (buvo 'rodyta) 1976 metais, o dalis 'rodymo 
r!m!si kompiuteriu išnagrin!tomis 1476 situacijomis. Kompiuterio 
programa veik! šimtus valand&, o žmon!ms nepakako ir šimto 
met&. Taigi nors perrinkimo metodai dažnai b%na neefektyv%s, 
spart!jant kompiuteriams šis sprendimo b%das (vis& galim& 
sprendini& išbandymas) tam tikrais atvejais gali b%ti priimtinas, ypa# 
jei perrinkim$ pavyksta optimizuoti. 

Formaliai perrinkim" galima apibr!žti kaip uždavini& sprendimo 
metod$, kai išbandomi visi galimi sprendiniai.  

Šiame skyrelyje susipažinsime su patogiu metodu perrinkimui 
realizuoti – gr'žimo metodu. Gr#žimo metodas (angl. 
Backtracking) – tai sistemingas b%das spr"sti uždaviniams, kuri& 
sprendinys yra kintam&j& p1, p2, ..., pn reikšmi& rinkinys, tenkinantis 
kokius nors reikalavimus. Prisiminkime, pavyzdžiui, Keliaujan#io 
pirklio uždavin$16: šiuo atveju kintam&j& p1, p2, ..., pn reikšm!ms 

                                                 
15 Keletas 'rodym& buvo paneigta pra!jus tik 11 met& po j& paskelbimo. 

16 Žr. 1.7 skyrel'. 
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reikia priskirti skirtingus miest! numerius taip, kad ši miest! 
aplankymo tvarka ir b"t! pageidaujamas maršrutas.  

Pagrindin# gr$žimo metodo id#ja tokia: paeiliui renkamos vis! 
galim! kintam!j! reikšm#s ir tikrinama, ar tenkinami reikalavimai, 
o radus sprendin$ arba situacij%, kai reikalavimai netenkinami, 
gr$žtama per vien% žingsn$ atgal ir parenkama nauja atitinkamo 
kintamojo reikšm#.  

Programuojant gr$žimo metod% dažnai naudojama rekursija. Panag-
rin#sime abstrak&i! kombinatorini! uždavini! sprendim! schemas 
bei por% konkre&i! uždavini!.  

5.1 K!lini" generavimas 

Sakykime, parduotuv#s lentynoje 
vienoje eil#je reikia išd#lioti n skir-
ting! preki!. Raskime visus skirtin-
gus b"dus, kaip tai padaryti. Užda-
vinys yra ekvivalentus vis! n ilgio 
k#lini! be pasikartojim! generavi-
mo uždaviniui. 

Kas gi tas k#linys be pasikartojim!? 
Tarkime, turime aib' iš n element!. 
Kiekviena vis! (skirting!) n ele-
ment! seka vadinama k!liniu be 
pasikartojim". Taigi k#liniai vie-
nas nuo kito skiriasi tik element! 
išsid#stymu vienas kito atžvilgiu. 

 

 
13 pav. Visi galimi trij" 
preki" išd#stymo lentynoje 

b$dai 
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Parašykime algoritm!, kuris išspausdint" visus preki" išd#stymo 
b$dus. Prekes laikysime sunumeruotomis nuo 1 iki n.  

Atkreipkite d#mes% – šis uždavinys priskiriamas %žangoje min#tai 
uždavini" klasei: m-ojoje vietoje pad#t! prek& (prek#s numer%) 
pažym#jus pm, reikia rasti kintam"j" p1, ..., pn reikšmi" (kintan'i" 
nuo 1 iki n) rinkinius, tenkinan'ius vien! reikalavim! – visos 
reikšm#s turi b$ti skirtingos; tuos rinkinius atspausdinti. 

Uždavin% galima išreikšti rekursyviai, t. y. suskaidyti % tokius pat, tik 
mažesnius, uždavinius. Tegu proced$ra generuok(m, n) priskirs 
reikšmes kintamiesiems nuo pm-ojo iki pn-ojo. Tuomet jos veikimas 
gal#t" b$ti toks: 

• Jei m ! n, imti po vien! visas dar lentynoje nepad#tas prekes 
ir su kiekviena atlikti tokius veiksmus:  

o Prek& pad#ti % m-!j! pozicij! lentynoje  
(pm := prek#s numeris). 

o Sud#ti % lentyn! likusias prekes (priskirti reikšmes 
kintamiesiems nuo pm+1 iki pn) – toks pat uždavinys, 
taigi iškviesti generuok(m + 1).  

o Prek&, esan'i! m-ojoje pozicijoje, paimti nuo 
lentynos. 

• Jei m > n, tai ši proced$ra iškviesta jau išd#liojus visas 
prekes lentynoje, tod#l atspausdiname kintam"j" 
p1, p2, ..., pn reikšmes.  

Norint patikrinti, kurios prek#s jau sud#tos % lentyn!, galima 
perži$r#ti jau priskirtas reikšmes. Ta'iau papras'iau ir efektyviau 
paskirti global" login% masyv! panaudotas, ir, pad#jus % lentyn! 
prek& su numeriu i, pažym#ti, jog šis numeris jau panaudotas 
(panaudotas[i] := true), o pa#mus prek& nuo lentynos – atstatyti 
buvusi! reikšm& (panaudotas[i] := false). 
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const MAXN = 20;        { didžiausia n reikšm" } 
 
var p : array [1..MAXN] of integer; 
    panaudotas : array [1..MAXN] of boolean; 
 
procedure spausdink(m: integer); 
var i : integer; 
begin 
    for i := 1 to m do 
        write(p[i], ' '); 
    writeln; 
end; 
 
procedure generuok(m, { parenkamas elementas m-ajai pozicijai } 
                   n : integer);  
var i : integer; 
begin 
    { jei m > n, tai ši proced#ra iškviesta jau sugeneravus vis$ k"lin! } 
    if m > n then 
       spausdink(n) 
    else 
        for i := 1 to n do 
            if not panaudotas[i] then begin 
                panaudotas[i] := true; 
                p[m] := i; 
                generuok(m + 1, n); 
                panaudotas[i] := false; 
            end; 
end; 
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Kad gal!tume išspausdinti visas trij" preki" išd!liojimo lentynoje 
tvarkas, #vykdome: 

n := 3; 
for i := 1 to n do 
    panaudotas[i] := false; 
generuok(1, n); 

Parašyt$ proced%r$ nesunku pritaikyti kitiems uždaviniams – vietoj 
spausdinimo galima atlikti kokius nors kitus veiksmus. Spausdinim$ 
išk!l!me # atskir$ proced%r$ nor!dami paryškinti sprendimo 
strukt%r$. 

Koks gi parašytos programos sud!tingumas, t. y. kaip atliekam" 
veiksm" skai&ius priklauso nuo n? Algoritmas generuoja visus 
#manomus skai&i" nuo 1 iki n išd!stymo # eil' b%dus. Kiek j" yra? 
Pirm$j# skai&i" galima parinkti n b%d", antr$j# skai&i" – (n – 1) 

 

14 pav. Proced"ros generuok vykdym#  
vaizduojantis medis  (n = 3) 
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b!du (kadangi vienas skai"ius jau pasirinktas), tre"i#j$ skai"i% –  
(n – 2) b!dais (du skai"iai jau parinkti) ir t.  t. Gauname, kad yra  
n(n – 1)(n – 2)·...·2·1 = n! skirting% b!d% išd&styti n skai"i% $ eil'. 
Taigi proced!ros generuok sud&tingumas yra O(n!). Pavyzdžiui, kai 
n = 13, tai vien# atspausdint# eilut' sudaro apie 30 simboli%, o 
eilu"i% yra 13! = 6227020800 ir programa spausdint% daugiau nei 
150 gigabait% teksto... (jei, žinoma, sulauktume veikimo pabaigos). 

5.2 Aštuoni! valdovi! uždavinys 

Išspr'sime klasikin$ aštuoni" 
valdovi" uždavin$.  

Užduotis. 8!8 dydžio šach-
mat" lentoje reikia išd#lioti 8 
valdoves taip, kad jokiu b$du 
neatsidurt" dvi vienoje eilut#-
je, stulpelyje arba !strižain#je 
(t. y. n# viena negal#t" nu-
kirsti kitos tolesniu #jimu). 
Uždavinio formuluot% išpl#si-
me ir ieškosime, kaip n val-
dovi" surikiuoti n ! n dydžio 
lentoje. 

Š$ uždavin$ taip pat spr'sime gr$žimo metodu. Pavyzdžiui, lentos 
langelius sunumerav' nuo 1 iki n2, kiekvienai valdovei galime skirti 
po vien# langel$ (numer$) taip, kad b!t% tenkinama uždavinio 
s#lyga. Ta"iau spr'sdami uždavin$ šiuo b!du, tur&tume išnagrin&ti 
labai didel$ variant% skai"i%. Variant% skai"ius, kuriuo aštuonioms 
valdov&ms galima paskirstyti langeli% numerius nuo 1 iki 64 yra 
64·63·62·61·60·59·58·57=178 462 987 637 760 b!d%. 

 
15 pav. Aštuoni" valdovi" 

išd#stymo pavyzdys 



Perrinkimas ir gr!žimo metodas 

 50 

Be abejo, didžioji dalis ši! variant! visiškai ne"dom#s, nes labai 
tik$tina, kad kurios nors dvi valdov$s atsidurs toje pa%ioje eilut$je, 
stulpelyje arba "strižain$je. Atkreipkime d$mes" – kiekviename 
stulpelyje tur$s atsidurti lygiai viena valdov$; stulpeli! yra tiek, kiek 
ir valdovi!, o viename stulpelyje dvi valdov$s stov$ti negali.  

Taigi galima šiek tiek kitaip vykdyti perrinkim&. Tegu pk yra 
valdov$s, stovin%ios k-ajame stulpelyje, eilut$s numeris. Kintamie-
siems p1, p2, ..., pn reikia priskirti reikšmes nuo 1 iki n taip, kad jo-
kios dvi valdov$s neatsidurt! vienoje eilut$je arba "strižain$je. 

Šitaip atliekant perrinkim&, net nepaisant "strižaini! apribojimo, 
nagrin$jam! variant! bus tik n!. Palyginkite – aštuoni! valdovi! 
atveju teks išnagrin$ti 8! = 40 320 variant! vietoj 
178 462 987 637 760. 

Perrenkant valdovi! rikiavimo b#dus, visai nesud$tinga sekti, 
kuriose eilut$se valdov$s jau pastatytos – tam galima skirti login" 
masyv&. 

Ta%iau kaip elgtis su "strižain$mis? Patikrinti, ar dvi valdov$s 
nestovi vienoje "strižain$je, galima susta%ius visas valdoves. Ta%iau 
išsisuksime papras%iau (ir efektyviau) pasteb$j', kad "strižaines taip 
pat nesunku sunumeruoti: vienoje "strižain$je esan%i! langeli! 
eilut$s ir stulpelio numeri! suma arba skirtumas yra pastovus. 

Taigi žinodami langelio koordinates (stulpelio ir eilut$s numerius), 
galime pasakyti, kuriai "strižainei priklauso šis langelis. (strižain$ms 
skiriame du loginius masyvus su indeksais atitinkamai [2..2n] ir  
[–n + 1..n – 1], kuriuose žym$sime, ar "strižain$s jau užimtos.  
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 1 2 3 4 5    1 2 3 4 5 

1 2 3 4 5 6   1 0 -1 -2 -3 -4 

2 3 4 5 6 7   2 1 0 -1 -2 -3 

3 4 5 6 7 8   3 2 1 0 -1 -2 

4 5 6 7 8 9   4 3 2 1 0 -1 

5 6 7 8 9 10   5 4 3 2 1 0 

16 pav. Kair"je pavaizduotos !strižain"s numeruojamos eilut"s ir stulpelio 
numeri# suma, dešin"je – skirtumu 

 

Parašysime proced!r" statyk(k, n), perrenkan#i" sprendinius 
gr$žimo metodu, kuri visais $manomais b!dais sud%lios lentoje 
valdoves nuo k-osios iki n-osios. k-oji valdov% bus statoma k-ajame 
stulpelyje. Taigi proced!ra turi bandyti pastatyti k-"j" valdov& 
nepažeisdama apribojim', o pasta#ius – pažym%ti užimtas eilut& ir 
$strižaines, ir iškviesti statyk(k + 1, n).  

Jei iškvietus proced!r" parametro k reikšm% viršija n (k > n), tai 
reiškia, kad ši proced!ra buvo iškviesta sud%liojus visas n valdovi', 
taigi radus sprendin$. Viena vertus, sud%liojus visas n valdovi', 
proced!ros statyk b!t' galima nebekviesti, ta#iau d%l šio 
papildomo iškvietimo programa tampa paprastesn% ir aiškesn%. Tai 
dažnai naudojama rekursyviose proced!rose. 

Proced!roje skai#iuosime, kiek yra sprendini', t. y. b!d' išd%lioti 
valdoves lentoje. Ta#iau nesunku modifikuoti proced!r" taip, kad ši 
rastus sprendinius išspausdint' – tuomet dar reik%t' saugoti, kur 
lentoje statomos valdov%s. 



Perrinkimas ir gr!žimo metodas 

 52 

 

const MAXN = 12; 
 
var eilut! : array [1..MAXN] of boolean; 
    "str1 : array [2..2 * MAXN] of boolean; 
    "str2 : array [–MAXN + 1..MAXN - 1] of boolean; 
    sprendini#_sk : longint; 
 
procedure statyk(k, { valdov" statoma k-ajame stulpelyje } 
                 n : integer { reikia pastatyti n valdovi# }); 
var i : integer; 
begin 
    if k > n then { rastas sprendinys } 
        sprendini#_sk := sprendini#_sk + 1 
    else 
        for i := 1 to n do 
            if not (eilut![i] or 
                    "str1[i + k] or 
                    "str2[i - k]) 
            then begin 
                eilut![i] := true;  
                "str1[i + k] := true;  
                "str2[i – k] := true; 
                { bandoma pastatyti likusias valdoves }  
                statyk(k + 1, n);  
                eilut![i] := false;  
                "str1[i + k] := false;  
                "str2[i – k] := false; 
            end; 
end; 
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17 pav. Valdovi" uždavinio rekursijos medis, kai n=4 

5.3 Gretiniai, deriniai ir 
poaibiai 

Ankstesniame skyrelyje (5.1) nagrin!jo-
me, kiek ir koki" kombinacij" galima su-
daryti iš #vairi" objekt", kad b$t" tenki-
namos vienokios ar kitokios s%lygos. Šitai 
nagrin!ja matematikos šaka, vadinama 
kombinatorika, kuri atsirado XVI amžiuje 
išpopuliar!jus azartiniams žaidimams. Pir-
mieji kombinatorikos uždaviniai ir buvo 
susij& su šiais žaidimais, pavyzdžiui, buvo 
tiriama, keliais b$dais galima išmesti kok# 
nors tašk" skai'i", žaidžiant dviem arba trimis kauliukais. 

 
18 pav. Azartiniai 

žaidimai buvo dingstis 
atsirasti 

 kombinatorikai 
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Kombinatorikos žini! prireikia spren-
džiant "vairius olimpiadinius uždavinius. 
Šiame skyrelyje glaustai išd#stysime, 
kaip generuoti kitus junginius rekursi-
niais algoritmais17.  

Gretiniai. Gr"žkime prie pavyzdžio su 
parduotuve. Sakykime, turime n skirtin-
g! preki!, kurias reikia išd#lioti lenty-
noje; deja, lentynoje telpa tik k preki! 
ir vis! preki! iš karto parodyti pirk#-
jams nepavyks. Reikia rasti visus b$dus, 
kuriais galima išd#lioti prekes lentynoje. 
Tuš%i! viet! likti lentynoje negali.  

Kitaip sakant, reikia rasti visus 
gretinius be pasikartojim! iš n ele-
ment! po k. Uždavinys labai panašus " 
jau nagrin#t& k#lini! be pasikartojim! generavimo uždavin", tiesiog 
iš n element! renkame tik k (k ! n).  

const MAX = 20;        { didžiausia n ir k reikšm" } 
 
var p : array [1..MAX] of integer; 
    panaudotas : array [1..MAX] of boolean; 
 

                                                 
17 Yra efektyvesni! (nerekursini!) kombinatorinius objektus generuojan%i! 
algoritm!, ta%iau rekursiniai algoritmai yra intuityvesni ir lengviau realizuojami.  

 
19 pav. Keletas gretini# iš 

penki# preki# po tris 
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procedure generuok(m, { parenkamas elementas m-ajai pozicijai } 
                   n, k : integer); 
var i : integer; 
 
begin 
    { jei m > k, 
      tai ši proced"ra iškviesta jau sugeneravus vis# gretin! } 
    if m > k then 
       spausdink18(k) 
    else 
        for i := 1 to n do 
            if not panaudotas[i] then begin 
                panaudotas[i] := true; 
                p[m] := i; 
                generuok(m + 1, n, k); 
                panaudotas[i] := false; 
            end; 
end; 

Nor!dami gauti visus gretinius iš 5 po 3, " proced#r$ kreipiam!s: 
n := 5; 
k := 3; 
for i := 1 to n do 
    panaudotas[i] := false; 
generuok(1, n, k); 

Suskai%iuosime, kiek gali b#ti skirting& gretini& be pasikartojim&, 
tuo pa%iu "vertinsime ir algoritmo sud!tingum$. Pirm$j$ prek' 
galime rinktis iš vis& n preki&, antr$j$ prek' – iš (n – 1) prek!s ir 
t. t. k-$j$ prek' galime rinktis iš (n – k+1) preki&.  

Gretini& be pasikartojim& iš n element& po k skai%ius žymimas An
k 

ir lygus  

An
k = n (n – 1)(n – 2)....(n – k + 1). 

                                                 
18 Proced#ros spausdink tekst$ rasite 5.1 skyrelyje. 
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Deriniai. Generuodami gretinius atsižvelg!me " preki# išd!stym$ 
lentynose. Pam!ginkime rasti visus b%dus, kuriais galima išd!styti n 
skirting# preki# lentynoje, kurioje telpa tik k preki# (lentynoje 
neturi likti tuš&i# viet#) nekreipiant d!mesio " preki# išd!stym$, 
t. y. kai r%pi tik tai, kokios prek!s yra lentynoje, ta&iau nesvarbu, 
kokia tvarka jos ten išd!liotos. Kitaip sakant, reikia sugeneruoti visus 
derinius be pasikartojim! iš n element# po k. 

Derinius galima generuoti kaip gretinius, laikantis vienos 
papildomos taisykl!s: prek!s d!liojamos taip, kad j# numeriai 
sudaryt# did!jan&i$ sek$, t. y. p1 < p2 < p3 < ... < pk. Derinius 
generuojan&iai rekursinei proced%rai prireiks vieno papildomo 
parametro, kuris rodyt#, nuo kurio elemento galime rinkti tolesnius 
elementus. 

 

20 pav. Keletas derini" iš penki" preki" po tris (tvarka deriniuose nesvarbi) 

 

const MAX = 20;        { didžiausia n ir k reikšm# } 
var p : array [1..MAX] of integer; 
    panaudotas : array [1..MAX] of boolean; 
procedure generuok(nuo, { bus renkamasi tik iš element",  
                         didesni" arba lygi" „nuo“ } 
                   m, { parenkamas elementas m-ajai pozicijai } 
                   n, k: integer); 
var i : integer; 
begin 
    { jei m > k, tai ši proced$ra iškviesta jau sugeneravus vis% derin! } 
    if m > k then spausdink19(k) 

                                                 
19 Proced%ros spausdink tekst$ galite rasti 5.1 skyrelyje. 



Perrinkimas ir gr!žimo metodas 

 57 

    else 
        for i := nuo to n do 
            if not panaudotas[i] then begin 
                panaudotas[i] := true; 
                p[m] := i; 
                generuok(i + 1, m + 1, n, k); 
                panaudotas[i] := false; 
            end; 
end; 

Nor!dami gauti visus skirtingus derinius iš 5 element" po 3, # 
proced$r% kreipiam!s: 

n := 5; 
k := 3; 
for i := 1 to n do 
    panaudotas[i] := false; 
generuok(1, 1, n, k); 

Beliko apskai&iuoti, kiek gali b$ti skirting" derini" be pasikartojim" 
iš n po k. Š# skai&i" pažym!kime k

nC . 

Sakykime, turime konkret" derin#. Jei paimtume visus jo 
perstatymus, gautume visus k!linius be pasikartojim" iš t" k derin# 
sudaran&i" element". Toki" k!lini" gali b$ti k! 

O jei kartu paimtume visus kiekvieno galimo derinio perstatymus, 
gautume visus gretinius be pasikartojim" iš n element" po k. Žino-
me, kad j" gali b$ti An

k = n(n – 1)(n – 2)....(n – k + 1). Gauname: 
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Pavyzdžiui, jei turime 10 preki", o lentynoje telpa 7 prek!s, tai 
nepaisydami preki" išd!stymo tvarkos šias prekes galime išd!lioti 

lentynoje 1080
123
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Poaibiai. Visus galimus n element! aib"s poaibius galime gauti 
generuodami iš eil"s 0, 1, 2, ..., n ilgio derinius be pasikartojim!. 
Galimas ir dar paprastesnis b#das: pakanka sugeneruoti visus 
$manomus žodžius, kuri! ilgis n iš ab"c"l"s {true, false}.  

 

21 pav Ab"c"l"s {true, false} žodži# transformavimo ! poaibius pavyzdys 

 

const MAXN = 20;        { didžiausia n reikšm" } 
 
var parinktas : array [1..MAXN] of boolean; 
     
procedure spausdink (m: integer); 
var i : integer; 
begin 
    write('{ '); 
    for i := 1 to m do 
        if parinktas[i] then 
            write(i, ' '); 
    writeln('}'); 
end; 
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procedure generuok(k, n : integer); 
{ nagrin"jamas k-asis n element# aib"s narys } 
var log : boolean; 
begin 
    { jei k > n, tai ši proced$ra iškviesta jau sugeneravus vis% poaib! } 
    if k > n then 
        spausdink (k) 
    else 
        for log := false to true do begin 
            parinktas[k] := log; 
            generuok(k + 1, n); 
        end; 
end; 

Nor!dami gauti visus poaibius iš 4 element", # proced$r% generuok 
kreipiam!s: 

n := 4; 
generuok(1, n); 

Suskai&iuosime, kiek skirting" poaibi" tur!s aib! iš n element", o 
tuo pa&iu ir algoritmo sud!tingum%. Poaibi" skai&ius lygus vis" #ma-
nom" n ilgio žodži" iš ab!c!l!s {true, false} skai&iui. Kadangi 
kiekvien% tokio žodžio raid' galime parinkti dviem b$dais (atitinka-
mas elementas arba #traukiamas # poaib#, arba ne), tai toki" žodži" 
(ir galim" poaibi") skai&ius lygus 2n. 

5.4 Uždavinys Pakyla20 

Panagrin!sime vien% uždavin#, kurio sprendimui reikia taikyti 
kombinatorikos žinias ir perrinkti visus #manomus variantus. 

                                                 
20 Šis uždavinys buvo pateiktas Lietuvos moksleivi" informatikos olimpiadoje III 
etape 2004 metais.  
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Tarp dviej" tašk" A ir B norime pastatyti pakyl#, kurios 
aukštis H metr". $ pakylos virš" tiek iš taško A, tiek iš taško 
B turi vesti kylantys laiptai. Laipt" pakopos aukštis yra 1 
metras. Nesunku apskai%iuoti, kad pakyl# turi sudaryti  
(2H-1) pakop" – po (H – 1) iš kiekvienos pus&s bei viršuti-
n&. Pirmoji laipt", kylan%i" iš taško A (taško B), pakopa tu-
ri prasid&ti taške A (atitinkamai taške B). 

Atstumas tarp tašk" A ir B lygus P metr". O kiekvienos 
pakopos plotis turi b'ti lygus sveikajam metr" skai%iui. 
Aukš%iausioje dalyje esan%ios pakopos plotis turi b'ti lygus V 
metr". 

Užduotis. Reikia rasti visus galimus skirtingus b'dus 
pakylai !rengti. Dvi pakylos laikomos skirtingomis, jei j" 
aukštis skiriasi bent vienoje pozicijoje tarp tašk" A ir B. 

Galioja ribojimai: pradiniai duomenys tokie, kad galim" 
variant" skai%ius pakylai !rengti neviršija 20 000. 

 
22 pav. Pakylos pavyzdys. H=4; P=12; V=3;  
Ši pakyla apib'dinama seka: 0 2 3 4 7 8 10 12 
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Prieš sprendžiant uždavin!, svarbu tiksliai apibr"žti, ko iš ties# 
ieškome. Kiekvien$ galim$ pakyl$ atitinka did"janti skai%i# nuo 0 
iki P seka {Si}, kuri$ sudaro lygiai 2H skai%i# ir kuri tenkina 
papildomus ribojimus: 

• S1 = 0; 
• S2H = P; 
• SH+1 – SH = V. 

Kiekvienas šios sekos elementas rodo viet$ (koordinat& x), kurioje 
kei%iasi pakopos aukštis. Pavyzdžiui, paveiksle pavaizduot$ pakyl$ 
atitinka skai%i# seka < 0, 2, 3, 4, 7, 8, 10, 12 >. 

Taigi pirmojo ir paskutinio nario reikšm"s yra fiksuotos, o  
(H+1)-ojo nario reikšm" priklauso nuo H-ojo nario: 
SH+1 = SH + V. Nesunku apriboti k-ojo nario reikšm&: 

Sk–1 < Sk ! P – (V – 1) – (2H – k) , jei 2 ! k ! H; 
Sk–1 < Sk ! P – (2H – k) , jei H+2 ! k ! 2H – 1. 

Apatinis ribojimas išplaukia iš to, kad seka yra did"janti, o viršutinis 
– kad nepritr'kt# skai%i# sekai užbaigti. 

Gavome derini# generavimo uždavin!, tik tam tikrais ribojimais 
maksimalioms pozicij# reikšm"ms. 

Pasinaudosime jau žinomu derini# generavimo algoritmu, kur! 
pritaikysime šio uždavinio sprendimui. Beje, sutarsime, kad 
sprendinys egzistuoja. 

const MAXH = 100; { maksimalus pakylos aukštis } 
 
var s : array [1..2*MAXH] of integer; 
    P, H, V : integer; 
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procedure generuok(k : integer); 
{ generuoja sekos nar!, kurio numeris k } 
var i, max : integer; 
begin 
    if k = 2*H then 
        { sugeneruoti visi nariai (paskutinis žinomas iš anksto) } 
        spausdink(2*H)21 
    else if k = H+1 then begin 
        { (H+1)-osios pakopos virš"n#s plotis fiksuotas } 
        s[k] := s[k-1]+V; 
        generuok(k+1); 
    end 
    else begin  
        { nagrin#jamos visos galimos k-ojo nario reikšm#s } 
        if k <= H then 
            max := P-(2*H-k)-(V-1) 
        else 
            max := P-(2*H-k); 
        for i := s[k-1]+1 to max do begin 
            s[k] := i; 
            generuok(k+1); 
        end; 
    end; 
end; 

! proced"r# generuok turi b"ti kreipiamasi tokiu b"du: 

S[1] := 0; 
S[2*H] := P; 
generuok(2); 

5.5 Perrinkimo optimizavimas 

Panagrin$kime dar vien# pavyzd%. Sakykime, saugos kod#, kur% 
reikia surinkti %einant % laiptin&, sudaro 3 skaitmenys. Norint j% 
atsp$ti, reikia išbandyti 103=1000 variant'. Jei vien# kod# galima 

                                                 
21 Proced"ra spausdink analogiška spausdinimo proced"rai 5.1 skyrelyje. 
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surinkti ir pabandyti atidaryti duris per 3 sekundes, tai visus 
variantus pavyks išbandyti per 50 minu!i". Ta!iau jei saugos kod# 
sudaryt" 4 skaitmenys, tai visiems 104=10 000 variantams išbandyti 
prireikt" daugiau nei 8 valand". Matome, kad pradiniams 
duomenims (t. y. skaitmen" skai!iui) padid$jus 33%, galim" 
sprendini" skai!ius padid$ja 900%. Toks staigus sprendini" skai!iaus 
augimas vadinamas kombinatoriniu sprogimu.  

Vienas didžiausi" perrinkimo tr%kum" yra tai, kad susiduriama su 
kombinatoriniu sprogimu. Generuojant kombinatorinius objektus 
kitaip ir negali b%ti: reikia rasti visus objektus, o j" yra daug, taigi ir 
algoritm" sud$tingumas turi b%ti didelis. Ta!iau dažniau tenka 
ieškoti tam tikros kombinacijos, t. y. sprendinio, tenkinan!io kon-
kre!ias s#lygas.  

Tod$l daugelyje toki" uždavini" stengiamasi optimizuoti paiešk!. 
Vienas galim" optimizavimo b%d" – paanalizuoti sprendinio 
strukt%r# ir sumažinti galim" sprendini" paieškos erdv#. Taip 
dar$me Aštuoni" valdovi" uždavinyje. Pradin$ sprendini" erdv$ buvo 
gana didel$: buvo sutarta, kad kiekviena valdov$ gali stov$ti bet 
kuriame lentos langelyje (po vien# valdov& langelyje), ir galim" 
variant" skai!ius viršijo 4·109. Ta!iau jei perrenkant variantus, 
kiekviena valdov$ statoma tik ' tuš!i# eilut& – tai išnagrin$jam" 
variant" skai!ius iš karto sumaž$ja iki 8! = 40 320. 

Gali pavykti sumažinti ir skyrelio pradžioje pateikto uždavinio 
paieškos erdv&. Jei žinoma, kad visi skai!iai turi b%ti paspausti vienu 
metu, tai saugos kode nebus pasikartojan!i" skaitmen". Be to, šitaip 
parenkant kod# nenustatoma skaitmen" tvarka, tod$l galime dar 
sumažinti sprendini" erdv&: pakanka išbandyti visus derinius. 
Pavyzdžiui, bandant atsp$ti keturi" skaitmen" saugos kod#, mus 
domina visi deriniai iš 10 po 4. J" skai!ius yra C10

4 = 210 
(palyginkite su 10 000). 
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Jei reikalingas tik vienas sprendinys, paiešk! verta optimizuoti 
parenkant sprendini" nagrin#jimo tvark! taip, kad tik#tini 
sprendiniai b$t" nagrin#jami pirmiausia, jei tik tai %manoma 
padaryti.  

Yra %vairiausi" kit" metod" paieškai pagreitinti, dažnai priimtin" tik 
konkre&iam uždaviniui Pavyzdžiui, ieškant geriausio #jimo stalo 
žaidimuose, naudojama Minimax paieška su Alfa-Beta atkirtimu; šis 
metodas leidžia anks&iau atkirsti daug neperspektyvi" paieškos 
medžio šak".  
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6 RIKIAVIMAS IR PAIEŠKA 

Any inaccuracies in this index may be explained by the fact that it has 
been sorted with the help of a computer. 

Bet kokie netikslumai šiame s!raše gali b"ti paaiškinti tuo, 
kad jis buvo išrikiuotas kompiuteriu.  

Donaldas Knutas (Donald Knuth) 
 

Su rikiavimo ir paieškos uždaviniais susiduriama labai dažnai. 
Rikiavimas ir paieška neretai yra sud!tin! kit" algoritm" dalis. 
Norint s!kmingai dalyvauti informatikos olimpiadose, b#tina 
išmanyti rikiavimo ir paieškos algoritmus. Su jais susipažinsime 
šiame skyrelyje.  

6.1 Rikiavimo uždavinys 

Rikiavimo uždavinys apibr!žiamas taip: reikia rasti toki$ sekos  
a1, a2, ..., an perstat$ aj1, aj2, ..., ajn, kad aj1 ! aj2 ! ... ! ajn.  

Praktikoje retai rikiuojama vien tik skai%i" seka. Dažniausiai 
dirbama su sud!tingesniais duomenimis (&rašais), kurie rikiuojami 
pagal vien$ ar kelis &rašo laukus. Pastaruoju atveju norint palyginti 
du &rašus tenka apibr!žti, kada vienas &rašas „mažesnis“ už kit$, ir 
parašyti atskir$ login' funkcij$ dviems elementams palyginti.  

Kad nekomplikuotume, algoritmus pateiksime rikiuodami skai%i" 
masyv$ did!jimo (nemaž!jimo) tvarka: 

const MAXN = ...;   { maksimalus masyvo ilgis } 
type masyvas = array [1..MAXN] of integer; 

Rikiavimo algoritm" yra daug ir &vairi", tolesniuose skyreliuose 
aptarsime tik kelis naudingiausius. Pateiktus algoritmus bus nesunku 
pritaikyti ir kitokiems duomen" tipams. 
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6.2 Rikiavimas !terpimu 

Rikiavimo !terpimu (angl. Insertion sort) algoritmo id!ja primena 
rankoje laikom" kort" rikiavim# – $ išrikiuot" kort" eil% kiekvienu 
žingsniu $terpiama viena nauja korta. 

Pradedant rikiuoti masyv#, 
surikiuota masyvo dalis susi-
deda iš vieno (pirmojo) ele-
mento. Prieš atliekant k-#j$ 
žingsn$, jau yra išrikiuota ma-
syvo dalis [1..k], o k-uoju 
žingsniu (k + 1)-asis elemen-
tas $terpiamas $ ši# išrikiuot# 
dal$. &terpimas atliekamas 
tokiu b'du: (k + 1)-asis ele-
mentas $simenamas, visi di-
desni už j$ išrikiuotos masyvo 
dalies elementai paslenkami 
pirmyn, o šis $terpiamas $ 
nauj# savo viet#.  

procedure rikiuok(const n : integer; 
                  var A : masyvas); 
var i, k, t : integer; 
begin 
    for k := 1 to n – 1 do begin 
        t := A[k + 1]; 
        { skai!i" t #terpsime # išrikiuot$ masyvo dal# [1..k] } 
        i := k; 
        while (i > 0) and (A[i] > t) do begin 
            A[i + 1] := A[i]; 
            i := i – 1; 
        end; 
        A[i + 1] := t; 
     end; 
end; 

 

23 pav. Rikiavimo #terpimu pavyzdys 
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Algoritmo sud!tingumas blogiausiu atveju yra O(n2). Tuo nesunku 
"sitikinti panagrin!jus algoritmo veikim# rikiuojant sek#, kuri jau 
išrikiuota priešinga tvarka – tuomet kiekvienu žingsniu elementas 
"terpiamas " masyvo pradži#. Taigi atliekam$ veiksm$ skai%ius 
priklauso nuo pradin!s masyvo tvarkos. Kuo tvarkingesnis 
(panašesnis " išrikiuot#) yra masyvas, tuo grei%iau veikia rikiavimas 
"terpimu. Jei tenka rikiuoti beveik išrikiuot# masyv#, algoritmas 
veikia beveik tiesiškai. 

Algoritmas n!ra tinkamas rikiuoti dideli$ element$ masyvams, 
kadangi atliekama itin daug kopijavimo operacij$. Ta%iau rikiavim# 
"terpimu efektyvu taikyti s#raš$ (sud!tingesni$ duomen$ strukt&r$) 
rikiavimui – juose elemento "terpim# galima atlikti nekopijuojant 
kit$ element$. 

Taigi rikiavim# "terpimu verta naudoti, jei masyvas nedidelis, jame 
saugomi nedideli elementai arba iš anksto žinoma, kad teks kelis 
kartus rikiuoti t# pat" masyv#, pavyzdžiui, pakeitus kelis jo 
elementus. 

6.3 Greitasis rikiavimas 

Greitojo rikiavimo algoritmas (angl. Quicksort) perskiria rikiuoja-
m# masyv# " dvi dalis, ir kiekvien# dal" išrikiuoja atskirai. Pagalvoki-
me, kokias s#lygas turi tenkinti masyvas, kad perskyr' j" pusiau ir 
šias dalis išrikiav' atskirai, gautume išrikiuot# masyv#. Atsakymas 
gana paprastas: pirmojoje dalyje turi b&ti mažesnieji elementai, o 
antroje – didesnieji, t.y. pirmoje dalyje neturi b&ti jokio elemento, 
kuris, išrikiavus masyv#, atsidurt$ antroje dalyje ir atvirkš%iai. 

Deja, nežinomas joks greitas (tiesinis) „perk!limo“ algoritmas. 
Ta%iau nenusiminkime. Yra žinomi tiesinio sud!tingumo 
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algoritmai, kurie, perkeldami mažesniuosius elementus ! pirm" 
dalies pus#, padalija masyv" beveik pusiau. T. y. tikimyb$, kad 
padalijimas bus neblogas (abiejose pus$se element% skai&ius bus 
panašus), yra labai didel$. 

Pateiksime funkcij" perskirk, perskirian&i" masyvo dal! [k..d] ! dvi 
dalis [k..v] ir [v+1..d] taip, kad pirmojoje dalyje atsidurt% mažesnieji 
elementai, o antroje – didesnieji. Kadangi funkcija ne visuomet 
masyvo dal! perskiria pusiau, ji gr"žina dalijamojo elemento indeks" 
v (t. y. viet", kurioje masyvo dalis perskiriama). Šios informacijos 
reikia rikiavimo algoritmui.  

function perskirk(var A : masyvas; 
                  const k, d : integer) : integer; 
 
    procedure sukeisk(var x, y : integer); 
    var t : integer; 
    begin 
        t := x; 
        x := y; 
        y := t; 
    end; 
 
var x : integer; { dalijamoji reikšm! } 
    i, j : integer; 
begin 
    x := A[k]; 
    i := k – 1; 
    j := d + 1; 
    perskirk := 0; 
    while perskirk = 0 do begin { dalis dar neperskirta } 
        repeat { praleidžiami elementai, mažesni už x } 
            i := i + 1 
        until A[i] >= x; 
        repeat { praleidžiami elementai, didesni už x } 
            j := j – 1 
        until A[j] <= x; 
        if i < j then sukeisk(A[i], A[j]) 
        else perskirk := j; 
    end; 
end; 
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Šis perskyrimo algoritmas pirmiausia pasirenka dalijam!j! reikšm" x 
ir pamažu augina dvi masyvo dalis: [k..i] su mažesniais už x 
elementais ir [j..d] su elementais, didesniais už x. Kai indeksai i ir j 
„susitinka“, algoritmas baigia darb!, o funkcija gr!žina perskyrimo 
viet!. Iš ties# šioje funkcijoje slepiasi daug svarbi# detali# ir j! 
programuoti reikia labai atidžiai.  

 

24 pav. Funkcijos perskirk veikimo pavyzdys 

 

Dabar nesunku užrašyti greitojo rikiavimo algoritm!: 

procedure rikiuok(var A : masyvas; 
                  const k, d : integer); 
var v : integer; 
begin 
    if k < d then begin 
        v := perskirk(A, k, d); 
        { rekursyviai išrikiuojamos kairioji ir dešinioji masyvo dalys } 
        rikiuok(A, k, v); 
        rikiuok(A, v + 1, d); 
    end; 
end; 
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Norint surikiuoti n element! sek" A, # proced$r" kreipiamasi 
rikiuok (A, 1, n); 

 

25 pav. Greitojo rikiavimo veikimo iliustracija 

 

Nelengva apskai%iuoti greitojo rikiavimo algoritmo sud&tingum", 
nes atliekam! veiksm! skai%ius priklauso ne tik nuo duomen! 
skai%iaus, bet ir nuo pa%i! duomen!. Greitojo rikiavimo algoritmo 
sud&tingumas blogiausiu atveju yra O(n2), o vidutiniu – O(n log n).  

Nors yra rikiavimo algoritm!, net blogiausiu atveju išrikiuojan%i! n 
element! per O(n log n) laik", greitasis rikiavimas, nepaisant savo 
blogiausio atvejo sud&tingumo, praktiškai yra spar%iausias rikiavimo 
algoritmas. Be to, j# užrašyti proced$ra nesud&tinga, o jo vykdymui 
nereikalinga papildoma atmintis.  
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D!l išvardyt" privalum" greitasis rikiavimas dažnai naudojamas 
praktikoje. 

Ir #terpimo, ir greitojo rikiavimo algoritmai pagr#sti dviej" element" 
palyginimais, t. y. ši" algoritm" sud!tingumas proporcingas 
atliekam" palyginim" skai$iui. Yra #rodyta, kad nepavyks parašyti 
palyginimais paremto algoritmo, kurio efektyvumas b%t" geresnis 
nei O(n log n), kur n – rikiuojamos sekos element" skai$ius. Ta$iau 
duomenims, pasižymintiems tam tikromis savyb!mis, galima suda-
ryti greitesni" rikiavimo algoritm". Vienas toki" – rikiavimas 
skai$iavimu. 

6.4 Rikiavimas skai!iavimu 

Rikiavimas skai!iavi-
mu (angl. Counting sort) 
skirtas rikiuoti sekoms, 
kuri" visi elementai pri-
klauso nedidelei aibei.  

Pavyzdžiui, žinome, kad 
visi masyvo A elementai 
yra sveikieji skai$iai, pri-
klausantys intervalui 
[1, 1000]. Tuomet atski-
rame 1000 element" skai-
$i" masyve C #simenama, 
kiek kart" kiekviena 
reikšm! pasirodo pradi-
niame masyve A. Belieka pasinaudoti šia informacija ir elementus 
surašyti atgal # masyv& A did!jimo tvarka. Šio algoritmo sud!tingu-

 

26 pav. Rikiavimas skai!iavimu 
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mas yra O(n) (tiesinis), o jam reikalinga papildoma atmintis priklau-
so nuo aib!s, kuriai priklauso rikiuojamo masyvo elementai, dydžio. 

const MAXN = ...;   { maksimalus masyvo ilgis } 
type skai!ius = 1..1000; 
     masyvas = array [1..MAXN] of skai!ius; 
     intMasyvas = array [skai!ius] of integer; 
 
procedure rikiuok(const n : integer; 
                  var A : masyvas); 
var c : intMasyvas; 
    i, j : longint; 
begin 
    { suskai!iuojama, kiek koki" element" yra masyve A } 
    for i := low(C) to high(C) do  
        C[i] := 0; 
    for i := 1 to n do 
        C[A[i]] := C[A[i]] + 1; 
    { visi n masyvo A element" surašomi iš eil#s } 
    j := low(C); 
    for i := 1 to n do begin 
        while C[j] = 0 do 
            j := j + 1; 
        C[j] := C[j] – 1; 
        A[i] := j; 
    end; 
end; 

6.5 Paieškos uždavinys 

Paieškos uždavinys apibr!žiamas taip: duota seka a1, a2, ..., an ir 
elementas x. Reikia nustatyti, ar x yra šioje sekoje, o jei yra, tai koks 
jo numeris. Kitaip sakant, reikia rasti tok" sekos nario indeks# j, kad 
b$t% aj = x, arba nustatyti, kad x n!ra lygus n! vienam iš sekos 
nari%. 

Praktikoje sekos nariai yra sud!tingi duomen% tipai ("rašai), o 
paieška atliekama pagal vien# arba kelis "rašo laukus, vadinamus 
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paieškos raktu. Paprastumo d!lei paiešk" atliksime tik skai#i$ sekoje, 
kuri" vaizduosime vienma#iu masyvu. 

6.6 Tiesin! paieška 

Papras#iausias paieškos algoritmas – iš eil!s patikrinti visus masyvo 
elementus – vadinamas tiesine paieška (angl. Linear search). 
Patikrinim", ar n ilgio masyve A yra elementas x, atlieka tokia 
funkcija: 

function ie!kok (const n, x: integer;  
                 var A: masyvas): integer; 
 
var j: integer; 
begin 
    j := 1; 
    while (A[j] <> x) and (j < n) do 
        j := j + 1; 
    if A[j] = x then 
        ie!kok := j 
    else 
        ie!kok := 0; { elementas nerastas } 
end; 

Baigus vykdyti tiesin% paiešk", funkcijos reikšm! bus lygi ieškomo 
elemento indeksui masyve A arba nuliui, jei tokio elemento masyve 
n!ra. Žinoma, priklausomai nuo masyvo r!ži$ gali tekti kitaip 
pažym!ti nes!kming" paieškos baigt&. 

Tiesin!s paieškos sud!tingumas, kaip teigia ir pats pavadinimas, yra 
O(n). Netgi žinant, kad ieškomasis elementas tikrai yra masyve, 
vidutiniškai teks atlikti n / 2 patikrinim$ (jei bet koks element$ 
išsid!stymas masyve vienodai tik!tinas). Taigi atliekam$ veiksm$ 
skai#ius tiesiškai priklauso nuo masyvo ilgio n. 

Svarbiausias šio algoritmo privalumas – paprastumas. 
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6.7 Dvejetain! paieška 

Daug efektyviau galima atlikti paiešk! išrikiuotame masyve – 
prisiminkime, kaip greitai randame norim! telefono numer" storoje 
telefon# knygoje.  

Dvejetain!s paieškos (angl. Binary search) principas labai 
paprastas: ieškomasis elementas palyginamas su surikiuotos sekos 
viduriniu nariu. Jei jie yra lyg$s, vadinasi, radome ieškom! element! 
sekoje. Jei ieškomasis elementas yra mažesnis už vidurin", tai juo 
labiau jis mažesnis ir už visus „dešiniuosius“ sekos narius, tod%l 
paiešk! t&sime kairiojoje sekos dalyje. Analogiškai, jei ieškomasis 
elementas didesnis už vidurin", paiešk! t&sime dešiniojoje masyvo 
dalyje. Toliau ieškoma tuo pa'iu principu, kol randamas ieškomas 
elementas arba paieškos sritis tampa tuš'ia. 

Aprašyt!j" algoritm! nesud%tinga užrašyti rekursyvia funkcija. 
Nes%kmingos paieškos atveju ši funkcija gr!žins nul", o s%kmingos – 
ieškomo elemento indeks! masyve. 

function ie!kok(x, k, d : integer; 
                var A : masyvas) : integer; 
 
var v : integer; 
begin 
    if k > d then 
        ie!kok := 0 
    else begin 
        v := (k + d) div 2; 
        { pagal vidurin! masyvo dalies element" toliau ieškoma 
          kairiojoje arba dešiniojoje masyvo dalyje } 
        if A[v] > x then 
            ie!kok := ie!kok(x, k, v – 1, A) 
        else if A[v] < x then 
            ie!kok := ie!kok(x, v + 1, d, A) 
        else { tre#iuoju atveju A[v] = x (elementas rastas) }  
            ie!kok := v; 
    end; 
end; 
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Taigi jei norime sužinoti, ar skai!ius x yra n element" masyve A, 
turime patikrinti s#lyg# ie!kok(A, x, 1, n) > 0. 

Dvejetain$s paieškos algoritmas kiekvienu žingsniu sutrumpina 
paieškos srit% maždaug dvigubai. Kitaip tariant, jei masyvo ilgis 
padid$ja dvigubai, tai algoritmui tenka atlikti tik vien! papildom! 
žingsn". Dvejetain$s paieškos sud$tingumas yra O(log n), t. y. 
logaritminis. Milijardo element" dydžio masyve paieškai prireikt" 
ne daugiau kaip 30 žingsni". Ta!iau s#lyg#, kad masyvas turi b&ti 
išrikiuotas, ne visuomet paprasta patenkinti. 

Dvejetain$s paieškos id$j# galima panaudoti ne tik elemento 
paieškai išrikiuotame masyve. Geras pavyzdys – žaidimas Atsp#k 
skai$i%: pirmasis žaid$jas sugalvoja skai!i" nuo 1 iki n, o antrasis 
bando j% atsp$ti; po kiekvieno sp$jimo pirmasis žaid$jas pasako, ar jo 
sugalvotasis skai!ius yra mažesnis, didesnis ar lygus sp$tajam; 
žaidimo tikslas – atsp$ti skai!i" kuo mažesniu bandym" skai!iumi. 
V$liau žaid$jai apsikei!ia vaidmenimis. Iš ties" dvejetain$ paieška – 
optimali sp$jimo strategija. Nepaisant to, gali laim$ti žaid$jas, 
kuriam t#dien labiau sekasi. 

Bendriausiu atveju dvejetain' paiešk# galima pritaikyti sprendžiant 
lygt% f(x) = y tam tikrame intervale, kur f(x) – monotonin! 
(nedid$janti arba nemaž$janti) funkcija. 

6.8 Kada rikiuoti?  

Jei programoje laikome masyv#, kuriame teks ieškoti element", 
reikia atsakyti % klausim#: ar nerikiuoti masyvo ir atlikti tiesin' 
paiešk#, ar išrikiuoti masyv# ir ieškoti jame naudojant daug 
efektyvesn' dvejetain' paiešk#. 
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Olimpiadose programos paprastumas – didel! vertyb!. Tod!l 
visuomet geriau naudoti kuo paprastesnius algoritmus, jei tik 
programos veikimo laikas yra pakankamas. 

Tarkime, masyv" sudaro n element#, o jame žadame ieškoti m 
kart#. Naudodami tiesin$ paiešk" nerikiuotame masyve, užtruksime 
O(mn) laiko. Masyvo rikiavimas ir m kart# atlikta dvejetain! paieška 
užtrukt# O(nlog n + mlog n). Taigi, šiuo atveju rikiuoti masyv" 
verta tik tada, kai m > log n.  

6.9 Rikiavimo uždaviniai olimpiadose, uždavinys 
Sekos rikiavimas 

Olimpiadose tiesiogini# rikiavimo ar paieškos uždavini# pasitaiko 
retai. Daug dažniau rikiavimas ir paieška t!ra kito, sud!tingesnio, 
algoritmo dalis22.  

Tuo tarpu uždaviniams, kuriuose tiesiogiai minimas rikiavimas, 
dažniausiai reikia sugalvoti koki" nors kit" originali" id!j", o ne 
taikyti žinomus rikiavimo ar paieškos algoritmus. 

Kaip pavyzd% panagrin!kime pasaulin!s informatik# olimpiados 
uždavin% Sekos rikiavimas23.  

Duota skai!i" seka, kurios nariai gali #gyti tik tris skirtingas 
reikšmes: vienet$, dvejet$ ir trejet$. Sek$ reikia surikiuoti 

                                                 
22 Programavimo kalb# C ir C++ standartin!se bibliotekose yra realizuoti 
svarbiausi paieškos ir rikiavimo algoritmai, tad juos galima taikyti neprogramuojant 
ši# algoritm#.  

23 Šis uždavinys buvo pateiktas 1996 metais Vengrijoje vykusioje Pasaulin!je 
informatikos olimpiadoje. &ia pateik!me sutrumpint" s"lyg". 



Rikiavimas ir paieška 

 77 

nemaž!jimo tvarka. Rikiuojama sukei"iant vietomis po du 
sekos narius.  

Užduotis. Reikia rasti minimal# sukeitimo operacij#, 
reikaling# sekai surikiuoti, skai"i#.  

Toliau pateikti piešiniai iliustruoja rikiavimo algoritm! rikiuojant" 
sek! minimaliu sukeitim# skai$iumi. 

 
27 pav. Uždavinio „Sekos rikiavimas“ sprendimo iliustracija; paveiksle 

pateikta seka, kuri$ reikia išrikiuoti!
 

 

28 pav. 1 žingsnis: suskai"iuojama, kiek sekoje yra vienet#, dvejet# ir trejet# 
(šiuo atveju 4 vienetai, 5 dvejetai ir 5 trejetai), ir seka padalijama % vienet#, 

dvejet# ir trejet# sritis!
 

 

28 pav. 2 žingsnis: randamos visos poros, kuri# narius sukeitus vietomis, abu 
atsidurs savo srityse, ir atliekami sukeitimai!
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28 pav. 3 žingsnis: ne savo srityse lik! skai"iai sukeitin#jami po tris; kiekvienam 
trejetui sutvarkyti prireiks dviej$ sukeitim$!

 

 

29 pav. Gavome surikiuot% sek%: buvo atlikti 7 sukeitimai, sukeitim$ skai"ius 
yra minimalus !
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7 PIRMA PAŽINTIS SU GRAFAIS: PAIEŠKA 
PLATYN IR GILYN 

Mathematicians are like Frenchmen: whenever you say something to 
them, they translate it into their own language, and at once it is 

something entirely different. 
Matematikai – kaip pranc!zai: kad ir k" jiems bepasakytum, jie iškart 

išver#ia tai $ savo kalb", ir tai iškart tampa visiškai skirtingu dalyku. 
Johanas Volfgangas fon G!t! (Johann Wolfgang von Goethe) 

 

Per Karaliau"i# tekan"ioje Priegliaus up!je yra dvi gražios salos. 
Septyni tiltai jungia krantus su šiomis salomis, taip pat abi salas tar-
pusavyje. Maždaug prieš tris šimtus met# Karaliau"iaus gyventojus 
sudomino klausimas: ar  
galimas toks maršrutas, ku-
ris prasid!t# viename iš 
krant#, kad per kiekvien$ 
tilt$ b%t# pereinama tik 
vien$ kart$, o pasivaikš"ioji-
mas pagaliau baigt#si ten, 
kur ir prasid!jo. 

1736 m. šio uždavinio !m!-
si garsus šveicar# matemati-
kas Leonardas Oileris 
(Leonhard Euler). Krantai, 
salos, tiltai – visa tai jam 
buvo tik uždavinio „apvalkalas“: salos buvo tam tikri objektai, o 
tiltai – šiuos objektus siejantys ryšiai. Krantus bei salas Oileris 
sutapatino su taškais, o tiltus – su linijomis. Jis paprastai &rod!, jog 
maršruto, tenkinan"io min!tus kriterijus, n!ra ir negali b%ti. Šitaip 
buvo prad!ta graf# teorija. Ta"iau apie tai v!liau. 

Šiame skyrelyje išsiaiškinsime, kas tie grafai, kam jie reikalingi, taip 
pat susipažinsime su dviem pirmaisiais graf# teorijos algoritmais. 

 

30 pav. Karaliau#iaus žem%lapis Oilerio 
laikais 
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7.1 Grafo s!voka 

Grafas yra s!saj" strukt#ra, nurodanti, kad yra objekt" grup$, ir 
kad šie objektai yra tarpusavy susij% (arba nesusij%). 

Objektai vadinami grafo virš"n#mis, o j" ryšius apib#dina grafo 
briaunos. Jei grafe briauna jungia dvi virš#nes, tai šios virš#n$s 
vadinamos gretimomis. Virš#nei gretimos virš#n$s dar vadinamos 
jos kaimyn#mis. Jei briauna jungia virš#n% su ja pa&ia, tai ta 
briauna vadinama kilpa. 

 

31 pav. Karaliau!iaus tilt" br#žinys, kai krantai sutapatinti su taškais,  
o tiltai – su linijomis 

Labai svarbi yra graf" geometrin$ interpretacija: grafo virš#nes 
patogu vaizduoti plokštumos taškais, o briaunas – linijomis, 
jungian&iomis virš#ni" (taigi tašk") por!. Virš#ni" (tašk") ir briaun" 
(linij") geometrinis išd$stymas nesvarbus, svarbus tik pa&i" s!saj" 
pavaizdavimas. T! pat' graf! galima nupiešti daugybe skirting" 
b#d". 
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32 pav. Tas pats grafas, pavaizduotas dviem skirtingais b!dais, grafo virš!n"s 
žymimos skai#iais 

 

Matematiškai grafas apibr!žiamas kaip dviej" aibi" – virš#ni" ir 
briaun" – rinkinys: G = (V, B). Briaun" aib!s elementai – tai 
virš#ni" poros. Pavyzdžiui, 33 pav. pavaizduot$ graf$ atitinka tokios 
virš#ni" ir briaun" aib!s: V = { a, b, c, d, e, f, g }, B = { (a, c), 
(a, f), (b, f), (c, f), (d, e), (d, g) }. 

 
33 pav. Grafas, jo virš!n"s žymimos raid"mis 

 

Pastabesni gal!t" prikibti – aib!je negali b#ti pasikartojan%i" 
element". Ta%iau skyrelio pradžioje sutikome graf$, kurio dvi 
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virš!nes jungia kelios briaunos (sal" su tuo pa#iu krantu jungia 
keli tiltai).  

Grafai su pasikartojan#iomis briaunomis vadinami multigrafais. 
Toki$ graf$ matematiniame modelyje aib% pakei#iama multiaibe 
(aibe, kurioje elementai gali kartotis). Daugelyje uždavini$ vietoj 
multigrafo pakanka nagrin%ti paprast" graf", gaut" iš multigrafo, iš 
keli$ dvi virš!nes jungian#i$ briaun$ paliekant tik vien", 
tinkamiausi" uždaviniui spr&sti. 

Keliu grafe vadinama gretim$ virš!ni$ seka, kai ta pati briauna ke-
lyje sutinkama tik vien" kart", o ta pati virš!n% gali b!ti kelyje su-
tinkama kelis kartus. Jei kelias prasi-
deda ir baigiasi toje pa#ioje virš!n%je, 
jis vadinamas ciklu. Kelio ilgis lygus 
pereit$ briaun$ skai#iui. 

Ta#iau kam gi reikalinga graf$ teori-
ja? Pasirodo, graf$ teorijos „kalba“ 
galima išreikšti daugel' svarbi$ (daž-
nai praktini$) uždavini$. Vien" j$ k" 
tik mat%me – tai maršruto, kai kiek-
viena briauna pereinama lygiai vien" 
kart", paieška. Grafu galima pavaiz-
duoti ir miesto plan", briaunomis žy-
mint jo gatves. Tuomet, kiekvienai 
briaunai priskyr& po teigiam" skai#i$ 
– gatv%s ilg', galime klausti: koks 
trumpiausias kelias iš virš!n%s a ' virš!n& b? Šio uždavinio 
sprendimui taip pat yra efektyvus algoritmas, kur' pateiksime v%liau. 

Ne visuomet ryšys tarp uždavinio ir jo sumodeliavimo graf$ teorijos 
terminais toks akivaizdus. Štai dar vieno uždavinio pavyzdys: 
tarkime, kad n vaik$ pasirinko mokytis kai kuriuos iš m dalyk$. 

 

34 pav. Virš!ni" seka 
 a—d—c—e—d—b yra kelias,  

kurio ilgis 5, o seka  
a—c—d—e—a yra ciklas 

 (ilgis 4) 
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Reikia sudaryti optimal! (kuo glaustesn") užsi#mim! tvarkarašt". 
Sudarykime graf$, kurio m virš%ni! atitiks visus dalykus, o briauna, 
jungianti virš%nes a ir b, reikš, kad bent vienas vaikas pasirinko abu 
dalykus a ir b.  

 

35 pav. Virš!ni" spalvinimo uždavinys. Sudar# ir nuspalvin# pasirinkim" 
graf$, darome išvad$, kad fizikos ir biologijos užsi%mimai gali vykti vienu metu 

 

Dabar galime spr&sti grafo virš!ni" spalvinimo uždavin&: kaip, 
panaudojant kuo mažiau spalv!, nuspalvinti grafo virš%nes, kad 
jokios dvi gretimos grafo virš%n#s neb%t! nuspalvintos ta pa'ia 
spalva. Viena spalva nuspalvintomis virš%n#mis pažym#t! dalyk! 
užsi#mimai gali vykti vienu metu: tai netrukdys n# vienam 
moksleiviui. Taigi svarbioji uždavinio dalis bus išspr&sta. Deja, 
virš%ni! spalvinimo uždaviniui nežinomas joks efektyvus algoritmas. 

7.2 Graf! vaizdavimas  

Grafus vaizduoti aib#mis pagal j! matematin" apibr#žim$ dažniausiai 
n#ra patogu. Tarus, kad grafas turi n virš%ni!, sunumeruot! nuo 1 
iki n, virš%ni! aib#s nurodyti neb%tina – pakanka žinoti virš%ni! 
skai'i! n. Grafo briaunas papras'iausia pavaizduoti dvima'iu n ! n 
loginiu masyvu: elementus [u, v] ir [v, u] pažymint reikšme true, jei 
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virš!nes su numeriais u ir v grafe jungia briauna. Šis masyvas 
visuomet24 yra simetrinis "strižain#s atžvilgiu.  

const MAXN = ...; { maksimalus grafo virš!ni" skai#ius } 
 
type grafas = record 
         n : integer; 
         briauna : array [1..MAXN, 
                          1..MAXN] of boolean; 
     end; 

Kol visos masyvo briauna reikšm#s lygios false, grafe n#ra n# 
vienos briaunos. Priklausomai nuo uždavinio pradini$ duomen$, kai 
kurias virš!nes reik#s sujungti briauna. Tai atlieka tokia proced!ra: 

procedure papildyk_briauna(var g : grafas; 
                           u, v : integer); 
begin 
    g.briauna[u, v] := true; 
    g.briauna[v, u] := true; 
end; 

Toks grafo vaizdavimas vadina-
mas kaimynyst!s matrica. 
Tokio vaizdavimo kompiuteryje 
privalumai – jo paprastumas ir 
galimyb# spar%iai patikrinti, ar 
dvi virš!nes jungia briauna. 
Deja, yra ir svarbus tr!kumas – 
nor#dami rasti visas virš!n#s v 
kaimynes, turime patikrinti vis& 
v-&j& masyvo briauna eilut', 
tikrindami s&lyg&, ar 
briauna[v, u] = true. Jei 

                                                 
24 9 skyriuje nagrin#sime orientuotus grafus, kurie vaizduojami nesimetriškais 
dvima%iais masyvais.  

 1 2 3 4 5 6 7 8 
1         
2         
3         
4         
5         
6         
7         
8         

36 pav. Kaimynyst$s matrica 
pavaizduotas 32 pav. grafas; pilki 

langeliai žymi grafo briaunas 
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grafas yra retas (t. y. jame palyginti nedaug briaun!), tai atmintis, 
skiriama beveik tuš"iam masyvui, neefektyviai išnaudojama.  

Kai grafe briaun! daug (grafas tankus), tai šis paprastas vaizdavimo 
b#das labai patogus. 

Iš anksto žinant, kad grafas bus retas, geriau naudoti kit$ vaizdavimo 
b#d$ – kaimynyst!s s"rašus – t. y. kiekvienai virš#nei saugoti jai 
gretim! virš#ni! (jos kaimyni!) s$raš$. 

Naudojant sud%tingesnes dinamines duomen! strukt#ras šiems 
s$rašams saugoti, galima sutaupyti atminties. Ta"iau olimpiadose, jei 
tik &manoma, geriau vengti dinamini! duomen! strukt#r! – jas kur 
kas sud%tingiau teisingai realizuoti per trump$ laik$. 

Savo pavyzdžiuose paprastumo d%lei kaimyni! s$raš$ saugosime ma-
syvu. Kadangi iš anksto nežinome, kiek daugiausiai kaimyni! gali 
tur%ti kiekviena virš#n%, tai ši! masyv! ilgis bus toks, koks gali b#ti 
didžiausias virš#ni! skai"ius. 

const MAXN = ...; { maksimalus grafo virš!ni" skai#ius } 
 
type vir!"n# = record 
         k : integer;               { kaimyni" skai#ius } 
         ks$ra!as : array [1..MAXN] of integer; 
                                    { kaimyni" s$rašas } 
     end; 
 
     grafas = record 
         n : integer;                 { virš!ni" skai#ius } 
         vir : array [1..MAXN] of vir!"n#; 
                                      { virš!ni" s$rašas } 
     end; 

Kai grafe n%ra briaun!, vis! virš#ni! kaimyni! skai"iaus atributas 
lygus nuliui. 'terpti briaun$ (u, v) & šitaip vaizduojam$ graf$ reiškia 
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papildyti virš!ni" u ir v kaimyni" s#rašus. Tai atlieka tokia 
proced!ra: 

procedure papildyk_briauna(var g : grafas; 
                           u, v : integer); 
begin 
    with g do begin 
        inc(vir[u].k); 
        vir[u].ks!ra"as[vir[u].k] := v; 
        if v <> u then begin { jei tai ne kilpa } 
            inc(vir[v].k); 
            vir[v].ks!ra"as[vir[v].k] := u; 
        end; 
    end; 
end; 

Nors surasti vienos virš!n$s kaimynes galime labai greitai, patikrinti, 
ar virš!nes u ir v grafe jungia briauna tapo sud$tingiau: tam reikia 
perb$gti vienos iš ši" virš!ni" kaimyni" s#raš#, ieškant antrosios. 

Kur% iš aptart" vaizdavimo b!d" pasirinkti? Tai priklauso nuo 
sprendžiamo uždavinio. Daugelyje algoritm" tenka surasti duotosios 
virš!n$s kaimynes, o re&iau – patikrinti, 
ar virš!nes jungia briauna. Kai reikalin-
gas abiej" ši" operacij" efektyvumas, t# 
pat% graf# gali tekti vaizduoti dviem 
b!dais. 

Galimas ir dar kitoks grafo pavaizdavi-
mo b!das. Jei grafe virš!ni" labai daug, 
o briaun" nedaug, galime saugoti briau-
n" (virš!ni" por") s#raš#. Tuomet 
briaun#, jungian&i# virš!nes u ir v, verta 
vaizduoti dviem poromis: (u, v) ir 
(v, u). Išrikiav' tok% s#raš#, konkre&ios 
briaunos paiešk# galime atlikti per 

  kaimyn!s 
1 2, 3, 5 
2 1, 4, 7 
3 1, 4, 5 
4 2, 3, 8 
5 1, 6, 7 
6 3, 5, 8 
7 2, 5, 8 

vi
rš
"n

!s
 

8 4, 6, 7 

37 pav. Taip atrodys 32 
paveikslo grafas, j# 

pavaizdavus kaimynyst!s 
s$rašais 



Pažintis su grafais: paieška platyn ir gilyn 

 87 

O(log b) laiko (b – briaun! skai"ius), pasitelk# dvejetain# paiešk$. 
Praktikoje šis b%das retai naudojamas. 

7.3 Paieška gilyn 

Karalait! slapta padav! Tes!jui kamuoliuk" si#l$ ir pamok!, k" reikia 
daryti, kad nepaklyst$ vingiuotuose paslaptingojo statinio koridoriuose. 

Tes!jas pririšo si#lo gal" prie labirinto angos ir, eidamas priekin, vyniojo 
rankoje laikom" kamuoliuk". 

Iš graik! mit! 
 

Pirmieji graf! algoritmai, su kuriais susipažinsime, – tai paieška 
grafe gilyn ir platyn. Prad&jus nuo kažkurios virš%n&s, aplankomos 
visos kitos briaunomis pasiekiamos virš%n&s. Dvi skirtingos virš%ni! 
aplankymo strategijos – paieška gilyn ir platyn – dažnai yra kit! 
algoritm! sud&tin& dalis. 

Prad&sime nuo paieškos gilyn (angl. Depth-First Search, DFS), jos 
principas panašus ' gr'žimo metodo. Algoritmo parametras yra 
pradžios virš%n& v0, iš jos aplankomos kitos virš%n&s: aplankius 
virš%n# v0, aplankoma dar neaplankyta v0 kaimyn& v1, tada ieškoma 
dar neaplankyta v1 kaimyn& v2 ir taip toliau, kol pasiekiama virš%n& 
vm, kuri nebeturi neaplankyt! kaimyni!. Tuomet gr'žtama vien$ 
žingsn' ir ži%rima, ar virš%n& vm-1 dar turi nors vien$ neaplankyt$ 
kaimyn# vm`. Jei turi, – ieškoma gilyn, jei ne – gr'žtama dar per 
vien$ žingsn' ir t. t. Paiešk$ gilyn, kaip ir gr'žimo metodu pagr'stus 
algoritmus, paprasta realizuoti naudojant rekursij$. 

Skirtingai negu gr'žimo metodas, paieška gilyn yra efektyvus 
algoritmas, kadangi kiekviena grafo virš%n& aplankoma tik vien$ 
kart$. Tuo tarpu jei taikytume gr'žimo metod$, ta pati virš%n& 
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gal!t" b#ti aplankyta daug kart", nes b#t" išbandomi visi $manomi 
keliai grafe, prasidedantys virš#n!je v0. 

Paieškos gilyn algoritmas veikimo metu kiekvien% virš#n& 
nuspalvina tam tikra spalva – balta, pilka arba juoda. Virš#ni" 
spalvoms žym!ti aprašysime special" duomen" tip%: 

type spalvos = (balta, pilka, juoda); 

Prieš pradedant vykdyti algoritm% visos virš#n!s nuspalvinamos 
baltai (pažymimos neaplankytomis). Algoritmo veikimo metu, 
aplankant virš#n&, ji nuspalvinama pilkai, o $vykdžius algoritm% su 
visomis neaplankytomis jos kaimyn!mis – juodai. 

 

 
(1) 

 
(2) 

  

 
(3) 

 
(4) 
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(5) 

 
(6) 

38 pav. Paieškos gilyn veikimo iliustracija, 
 kai pradine virš!ne pasirinkta virš!n" a 

 

Algoritmas taip pat išsaugo 
paieškos ! gyl! pirminumo 
med!, t. y. kiekvienai virš"-
nei !simena, iš kurios ši bu-
vo aplankyta. 

Žemiau pateiktas algoritmo 
tekstas Paskalio kalba. Al-
goritmo veikimo metu daž-
nai reik#s rasti kurios nors 
virš"n#s kaimynes, tod#l 
graf$ vaizduosime kaimy-
nyst#s s$rašais. 

type spalvos = (balta, pilka, juoda); 
     sp_masyvas = array [1..MAXN] of spalvos; 
     masyvas = array [1..MAXN] of integer; 
 
var spalva : sp_masyvas;  { pradin"s reikšm"s – balta} 
    pirmin! : masyvas;    { pradin"s reikšm"s – 0} 
 
 

39 pav. Paieškos gilyn pirminumo medis 
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procedure ie!kok_gilyn(var25 g: grafas;  
                       v : integer { aplankoma virš!n" }); 
var u, i : integer; 
begin 
    spalva[v] := pilka; 
    with g do 
        { toliau paieška iš eil"s vykdoma visose neaplankytose 
          (baltose) kaimyn"se } 
        for i := 1 to vir[v].k do begin 
            u := vir[v].ks"ra!as[i]; 
            if spalva[u] = balta then begin 
                pirmin#[u] := v; 
                ie!kok_gilyn(g, u); 
            end; 
        end; 
    spalva[v] := juoda; 
end; 

Iškvietus ie!kok_gilyn(v0), visos virš!n"s, kurias galima pasiekti 
briaunomis iš virš!n"s v0, bus pažymimos juodai. Atspausdinti keli#, 
kuriuo buvo pasiekta virš!n" u, nesunku pasinaudojus masyve 
pirmin# išsaugota informacija: 

procedure spausdink_keli"(u : integer); 
begin 
    if pirmin#[u] <> 0 then 
        spausdink_keli"(pirmin#[u]); 
    writeln(u); 
end; 

Iš ties$ algoritme pakakt$ virš!nes spalvinti tik dviem spalvomis: 
atskirti aplankytas nuo neaplankyt$. Ta%iau naudojant tris spalvas 
algoritmas tampa aiškesnis. Be to, gali b!ti naudinga atskirti 
virš!nes, kuriose prad"tas vykdyti paieškos gilyn algoritmas, bet 

                                                 
25 Proced!ra ie!kok_gilyn nepakei%ia grafo g, ta%iau kintamasis g perduodamas 
kaip parametras-kintamasis, nes kurti sud"tingos duomen$ strukt!ros kopij# b!t$ 
neefektyvu. 
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nebaigtas (pilkas virš!-
nes), pavyzdžiui, norint 
pritaikyti paieškos gilyn 
algoritm" ciklo paieškai. 

Proced!ros ie!kok_gilyn 
sud#tingumas yra O(b), 
kur b yra grafo briaun$ 
skai%ius. Tokiam efekty-
vumui pasiekti graf" b!ti-
na vaizduoti kaimynyst#s 
s"rašais. Jei graf" vaizduo-
tume kaimynyst#s mat-
rica, gal#tume pasiekti tik 
O(n2) sud#tingum". 

Kaip tik paieška gilyn ir naudojosi Tes#jas, ieškodamas labirinte Mi-
notauro. Kiekvienoje koridori$ sankirtoje jis pasirinkdavo tolimesn& 
krypt' ir jei prieidavo aklaviet&, gr'ždavo atgal iki praeitos sankirtos 
bandyti kitos krypties. O jei toje sankirtoje visi koridoriai jau išban-
dyti – gr'ždavo ' dar ankstesn& sankirt" ir taip toliau. Si!las pad#jo 
Tes#jui rasti Minotaur". 

7.4 Patikrinimas, ar 
grafas jungus 

Grafas yra jungus, jei iš bet kurios 
virš!n#s galima pasiekti bet kuri" 
kit" virš!n& einant briaunomis. 
Priešingu atveju grafas vadinamas 
nejungiu.  

 

41 pav. Nejungus grafas, 
sudarytas iš trij! jungumo 

komponent!  

 

40 pav. Labirintas; br"kšnine linija 
pavaizduotas kelias, kuris rodo, kaip 

apeinamas labirintas 
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Nejungus grafas yra sudarytas iš jungi! dali!, vadinam! jungumo 
komponentais. 

Grafo jungum" tenka tikrinti sprendžiant #vairiausius uždavinius. 
Papras$iausia tai padaryti taikant paiešk" # gyl# grafe. Pritaikysime 
praeitame skyrelyje pateikt" algoritm", graf" vaizduosime 
kaimynyst%s s"rašais. Šiuo atveju virš&nes užteks spalvinti tik dviem 
spalvomis (t. y. atskirti aplankytas nuo neaplankyt!), tad tam 
naudosime login# masyv". Pirmin%s virš&n%s taip pat nesvarbios, 
taigi paiešk" gilyn realizuoti bus papras$iau. Ta$iau paieškos gilyn 
proced&r" papildysime skai$iavimu, kiek virš&ni! aplankyta. Grafas 
yra jungus tada ir tik tada, jei #vykdžius paiešk" gilyn iš bet kurios jo 
virš&n%s, bus aplankytos visos grafo virš&n%s.  

function jungus(var g : grafas) : boolean; 
var aplankyta : array [1..MAXN] of boolean; 
 
    procedure ie!kok_gilyn(v : integer;  
                           var sk : integer); 
    { v - aplankoma virš!n", sk – aplankyt# virš!ni# skai$ius } 
    var u, i : integer; 
    begin 
        aplankyta[v] := true; 
        inc(sk); 
        with g do 
            for i := 1 to vir[v].k do begin 
                u := vir[v].ks"ra!as[i]; 
                if not aplankyta[u] then 
                    ie!kok_gilyn(u, sk); 
            end; 
    end; 
 
var v, sk : integer; 
begin 
    for v := 1 to g.n do 
        aplankyta[v] := false; 
    sk := 0; 
    ie!kok_gilyn(1, sk); 
    { jei buvo aplankytos visos virš!n"s – tai grafas jungus } 
    jungus := sk = g.n; 
end; 
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7.5 Uždavinys Epidemijos modeliavimas: grafo 
jungumo komponent! paieška 

Taikydami graf! teorij" išspr#sime pirm" konkret! uždavin$ 
Epidemijos modeliavimas26: 

Plinta pavojinga paukš!i" liga. Jeigu paukštis užsikre!ia šia 
liga, tai nuo jo užsikr#s visi kiti paukš!iai, turintys su juo 
nuolatinius kontaktus, po to nuo j" užsikr#s dar kiti (turintys 
nuolatinius kontaktus su naujai užsikr#tusiais) ir t. t. 
Paukš!iai, neturintys tarpusavyje nuolatini" kontakt", 
tiesiogiai vienas nuo kito užsikr#sti negali.  

Užduotis: Žinoma, kad m paukš!i" jau yra užsikr#t$ liga, ir 
žinomos visos paukš!i" poros, turin!ios nuolatinius kontak-
tus. Deja, nežinoma, kurie iš vis" n paukš!i" jau yra užsi-
kr#t$. Reikia nustatyti, kiek daugiausiai šios r%šies paukš!i" 
gali užsikr#sti d#l epidemijos. 

Paukš%iai atitiks grafo virš&nes, o nuolatiniai kontaktai – briaunas. 
Grafas gali b&ti nejungus, t. y. jame gali egzistuoti keletas jungi! 
komponent!, kuriuos toliau sprendimo aprašyme vadinsime 
paukš%i! šeimomis. Atskiru atveju šeim" gali sudaryti tik vienas 
paukštis. 

Jei užsikr's nors vienas paukštis iš šeimos, tai nuo šio paukš%io 
užsikr's visa šeima. Tad užsikr'tusi! paukš%i! bus daugiausiai, jei iš 
pradži! bus užsikr't# po vien" paukšt$ iš kuo gausesni! šeim!.  

                                                 
26 Šis uždavinys buvo pateiktas Lietuvos moksleivi! informatikos olimpiados III 
etape 2006 metais. 
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Taigi norint išspr!sti š" užda-
vin", reikia rasti virš#ni$ skai-
%i$ kiekviename jungumo 
komponente, tuomet jas iš-
rikiuoti nedid&jimo tvarka ir 
suskai%iuoti, kiek yra virš#ni$ 
didžiausiuose m komponent$.  

Piešinyje pateiktame pavyz-
dyje yra penkios paukš%i$ šei-
mos: tris šeimas sudaro vieniši 
paukš%iai, vien' šeim' sudaro 
paukš%i$ pora, o dar vien' – 
penki paukš%iai. Išrikiav! gau-
tume: 5, 2, 1, 1, 1.  

Sakykime, užsikr&t& 3 paukš-
%iai. Tad didžiausias galim$ 
užsikr&tusi$ paukš%i$ skai%ius 
lygus: 5 + 2 + 1 = 8.  

Ta%iau kaip ieškoti jungumo 
komponent$? Pasirinkime bet 
kuri' grafo virš#n! – ji pri-
klauso kažkokiam grafo jun-
gumo komponentui. Jei pra-
d&dami joje "vykdysime 
paiešk' gilyn, tai bus 
aplankomos visos 
komponento virš#n&s. Tod&l 
nor&dami suskai%iuoti, kiek 
jungumo komponent$ sudaro 
graf', galime iteruoti per visas grafo virš#nes ir rad! neaplankyt', 

 

42 pav. Kontaktus palaikantys paukš!iai 
sujungti punktyrine linija 

 

43 pav. Užsikr"tus trims, gali nukent"ti 
daugiausiai aštuoni paukš!iai 
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vykdyti paiešk! gilyn (aplankan"i! visas aptikto komponento 
virš#nes). Kiek kart$ iteruodami aptiksime neaplankyt! virš#n%, tiek 
ir jungumo komponent$ yra grafe. 

Šiame uždavinyje svarbu sužinoti ir pa"i$ komponent$ dydžius, 
tod&l panaudosime paieškos gilyn proced#r!, kuri! naudojome grafo 
jungumo tikrinimui – 'simenan"i!, kiek virš#ni$ buvo aplankyta 
paieškos metu.  

type log_mas = array [1..MAXN] of boolean; 
     masyvas = array [1..MAXN] of integer; 
 
function u!sikr"s(var g : grafas; 
                      m : integer): integer; 
{ m – jau užsikr!tusi" paukš#i" skai#ius; 
  g – grafas, vaizduojamas kaimynyst!s s$rašais } 
 
var aplankyta : log_mas; 
    i, komp_sk, iki : integer; 
    komp_dydis : masyvas; 
 
begin 
    for i := 1 to g.n do 
        aplankyta[i] := false; 
    komp_sk := 0; 
 
    for i := 1 to g.n do 
        if not aplankyta[i] then begin 
             komp_sk := komp_sk + 1; 
             komp_dydis[komp_sk] := 0; 
             ie#kok_gilyn27(i, komp_dydis[komp_sk]); 
        end; 
    rikiuok28(komp_sk, komp_dydis); 
 

                                                 
27 Proced#ros ie#kok_gilyn tekst! rasite 7.4 skyrelyje. 

28 Proced#ros rikiuok tekst! rasite 6.2 skyrelyje (jei pasirinksite rikiavim! 
'terpimu) arba 6.3 skyrelyje (jei pasirinksite greit!j' rikiavim! ir modifikuosite 
kreipin').  
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    u!sikr"s := 0;  
    { užsikr!tusi" paukš#i" gali b$ti daugiau  
      nei jungumo komponent" } 
    if m > komp_sk then 
        iki := 1  
    else 
        iki := komp_sk – m + 1; 
    for i := komp_sk downto iki do 
        u!sikr"s := u!sikr"s + komp_dydis[i]; 
end; 

7.6 Paieška platyn 

Paieškos platyn (angl. Breadth-First Search, BFS) algoritmas 
aplanko virš!nes pagal griežt" taisykl#: prad$jus nuo pasirinktos 
virš!n$s (tarkime, p), aplankomos visos virš!n$s, kurios pasiekiamos 
iš p viena briauna (vienu $jimu), tuomet – pasiekiamos iš p 
dvejomis briaunomis (dviem $jimais) ir t. t. 

Kaip užtikrinti toki" virš!ni% lankymo tvark"? Algoritmas naudoja 
aplankyt% virš!ni% eil#: pirmiausia & eil# &rašoma pradin$ virš!n$; 
kol eil$ netuš'ia, iš jos pradžios imama virš!n$ ir visos neaplankytos 
jos kaimyn$s &rašomos & eil$s gal". Šitaip eil$je pirmiausia atsiduria 
virš!n$s, pasiekiamos viena briauna, tada – dviem briaunomis ir t. t.  

Programuodami paiešk" gilyn panaudojome rekursij", tad 
nekonstravome savo d$klo29 duomen% strukt!ros. Paieškai platyn 
jau reikalinga eil!s duomen% strukt!ra: 

type eil" = record 
         duom : array [1..MAXN] of integer; 
         prad!ia, pabaiga : integer; 
     end; 

                                                 
29 Žr. 4.1 skyrel&. 
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Nauji elementai dedami ! eil"s gal#, o imami iš eil"s pradžios. 
Žemiau pateiktos proced$ros su eile atlieka veiksmus, kuri% reik"s 
paieškos platyn algoritmui: 

procedure i!valyk(var eil : eil"); 
begin 
    eil.prad#ia := 0; 
    eil.pabaiga := 0; 
end; 
 
function tu!$ia(var eil : eil") : boolean; 
begin 
    tu!$ia := eil.prad#ia = eil.pabaiga; 
end; 
 
procedure %d"k(var eil : eil"; x : integer); 
begin 
    eil.pabaiga := eil.pabaiga + 1; 
    eil.duom[eil.pabaiga] := x; 
end;  
 
function i!imk(var eil : eil") : integer; 
begin 
    eil.prad#ia := eil.prad#ia + 1; 
    i!imk := eil.duom[eil.prad#ia]; 
end; 

Kaip ir paieškos gilyn atveju, algoritmo vykdymo metu virš$n"s 
spalvinamos balta, pilka ir juoda spalvomis, nors užtekt% ir dviej% 
spalv%. Balta spalva nuspalvintos dar neaplankytos virš$n"s, pilka – 
virš$n"s, kurios !trauktos ! eil&, o juoda – jau išnagrin"tos 
(pašalintos iš eil"s) virš$n"s.  

Paieškos platyn virš$ni% aplankymo strategija garantuoja, kad 
kiekviena virš$n" iš pradin"s bus aplankyta trumpiausiu keliu (j! 
sudaro mažiausias briaun% skai'ius). Taigi paieška platyn – tinkamas 
algoritmas trumpiausio kelio paieškai grafuose, kuri% visos briaunos 
yra lygiavert"s (graf% teorijos terminais, besvor!s).  
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(1) 

 
(2) 

 
(3) 

 
(4) 

 
(5) 

 
(6) 

 
(7) 

44 pav. Paieškos platyn veikimo iliustracija, kai pradine virš!ne pasirinkta 
virš!n" a 
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Trumpiausi atstumai iki kiekvienos virš!n"s saugomi atskirame 
masyve. Kol nerastas kelias iki virš!n"s, šis atstumas laikomas 
begaliniu. Grafas vaizduojamas kaimynyst"s s#rašais. 

const BEGALINIS = MAXINT; 
type spalvos = (balta, pilka, juoda); 
 
var atstumas, { saugomi atstumai nuo pradin!s iki  
                vis" kit" virš#ni" } 
    pirmin! : array [1..MAXN] of integer; 
    spalva : array [1..MAXN] of spalvos; 
 
procedure ie"kok_platyn(var g : grafas;  
                        p : integer { pradin! virš#n! } ); 
var eil  : eil!; 
    i, u, v : integer; 
begin 
    for v := 1 to g.n do begin 
        atstumas[v] := BEGALINIS; 
        pirmin![v] := 0; 
        spalva[v] := balta; 
    end; 
 
    i"valyk(eil); 
    { $ eil% $traukiama pradin! virš#n! } 
    spalva[p] := pilka;  atstumas[p] := 0; 
    pirmin![p] := 0;     #d!k(eil, p); 
 
    while not tu"$ia(eil) do begin 
        v := i"imk(eil); 
        with g do 
        { dar neaplankytos (baltos) v kaimyn!s $traukiamos $ eil% } 
            for i := 1 to vir[v].k do begin 
                u := vir[v].ks%ra"as[i]; 
                if spalva[u] = balta then begin 
                    spalva[u] := pilka; 
                    pirmin![u] := v;  
                    atstumas[u] := atstumas[v] + 1; 
                    #d!k(eil, u); 
                end; 
            end; 
        spalva[v] := juoda; 
    end; 
end; 
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Jei reikia išspausdinti trumpiausi! keli! nuo pradin"s virš#n"s iki 
virš#n"s u, naudojam"s sudarytu pirminumo medžiu ir kreipiam"s $ 
proced#r! spausdink_keli!(u) – ji pateikta 7.3 skyrelyje. 

 

45 pav. Paieškos platyn pirminumo medis 

 

Algoritmo sud"tingumas yra toks pat kaip ir paieškos gilyn: 
O(n + b), jei grafas vaizduojamas kaimynyst"s s!rašais, ir O(n2), jei 
grafas vaizduojamas kaimynyst"s matrica. %ia n – grafo virš#ni&, b – 
briaun& skai'ius. 

7.7 Uždavinys Nykštukai30 

Nykštukai gyvena vienaukš!iame name, kuriame yra daug 
kambari". Jei tarp dviej" kambari" yra durys, tai galima 
pereiti iš vieno kambario # kit$. %&jimas iš namo yra tik pro 
vienintel# kambar#. Namas stebuklingas ir durys gali b'ti 
tarp bet kuri" kambari". Iš&jimas pro duris # kit$ kambar# 
arba # lauk$ užtrunka vien$ laiko vienet$.  

                                                 
30 Analogiškas uždavinys buvo pateiktas Lietuvos informatikos olimpiados III etape 
2005 metais.  
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Netik!tai nykštukai sužinojo, kad po t laiko vienet" iš 
aikštel!s šalia namo išvažiuoja autobusas # NKL (Nykštuk" 
krepšinio lygos) finalines varžybas. Žinoma, kiek nykštuk" 
yra name ir kokiuose kambariuose. Kiekvienas nykštukas 
žino grei$iausi% keli% iki iš!jimo ir iš namo b!gs b&tent tuo 
keliu.  

 

46 pav. Namo išplanavimo pavyzdys; parodyta, kuriuose kambariuose pradiniu 
momentu yra nykštukai 

 

Užduotis. Reikia nustatyti, kurie nykštukai susp!s # 
autobus%, jeigu kiekvienas b!gs grei$iausiu keliu. 

Uždavin! modeliuojame grafu: kambariai bei iš"jimas laikomi grafo 
virš#n"mis, o durys – briaunomis. 

Reikia sužinoti, per kiek mažiausiai laiko vienet$ kiekvienas nykštu-
kas gali išb"gti laukan. Laiko vienet$ skai%ius lygus perb"gam$ dur$ 
skai%iui, t. y. briaun$ skai%iui m#s$ sudarytame grafe. Taigi ieškome 
trumpiausi$ keli$ iš virš#ni$, kuriose „stovi“ nykštukai, iki iš"jimo 
virš#n"s. Nepamirškime – mus domina ne patys keliai, o tik j$ 
ilgiai. 
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Trumpiausio kelio paieškai galime panaudoti k! tik išmokt! paieškos 
platyn algoritm!, ir vykdyti j" iš kiekvienos virš#n$s, kurioje „stovi“ 
bent vienas nykštukas. Ta%iau galima uždavin" išspr&sti efektyviau: 
"sivaizduokime, kad lauke stovi vienas nykštukas (pavyzdžiui, 
autobuso vairuotojas?); jei rasime visus nykštukus, pas kuriuos šis 
nykštukas gali atb$gti per t ar mažiau laiko vienet', tai ir išspr&sime 
uždavin". Pakanka vien! kart! "vykdyti paieškos platyn algoritm! iš 
iš$jimo virš#n$s. Žinant trumpiausi' keli' ilgius nuo iš$jimo iki 
kiekvieno kambario, nesunku baigti spr&sti uždavin". 

Toliau pateiktame programos fragmente paieška platyn realizuota 
papras%iau, kadangi mus domina ne patys keliai, o tik atstumai. 
Neaplankytas virš#nes atpažinsime ne pagal spalv!, o pagal tai, kad 
atstumas iki j' yra pažym$tas begaliniu. Grafas vaizduojamas 
kaimynyst$s s!rašais. 

const BEGALINIS = MAXINT; 
      MAXN = ...; {maksimalus kambari! (grafo virš"ni!) skai#ius} 
      MAXK = ...; {maksimalus nykštuk! skai#ius} 
 
type  masyvas = array [1..MAXK] of integer; 
      loginis = array [1..MAXK] of boolean; 
 
var atstumas : array [1..MAXN] of integer; 
 
 

 

47 pav. Pavyzdyje pateikt$ nam$ atitinkantis 
grafas 
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procedure ie!kok_platyn(var g : grafas;  
                        p : integer { pradin! virš"n! } ); 
 
var eil : eil"; 
    i, u, v : integer; 
 
begin 
    for v := 1 to g.n do 
        atstumas[v] := BEGALINIS; 
    i!valyk(eil); 
    { # eil$ #traukiama pradin! virš"n! } 
    atstumas[p] := 0; 
    id"k(eil, p); 
    while not tu!#ia(eil) do begin 
        v := i!imk(eil);  
        with g do 
        { visos dar neaplankytos (pažym!tos begaliniu atstumu)  
          v kaimyn!s #traukiamos # eil$ } 
            for i := 1 to vir[v].k do begin 
                u := vir[v].ks$ra!as[i]; 
                if atstumas[u] = BEGALINIS then begin 
                    atstumas[u] := atstumas[v] + 1; 
                    %d"k(eil, u); 
                end; 
            end; 
    end; 
end; 
 
procedure kas_sp"s(var g : grafas; 
                   var kamb : masyvas; 
                   { kamb[i] – i-ojo nykštuko kambario numeris } 
                   i!"jimas, t : integer; 
                   var sp"s : loginis); 
begin 
    ie!kok_platyn(g, i!"jimas); 
    for i := 1 to nyk_sk do 
       sp"s[i] := atstumas[kamb[i]] <= t; 
end; 
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8 OILERIO IR HAMILTONO CIKLAI 

The whole branch of mathematics was born out of the game. 
Iš žaidim! kilo net atskira matematikos šaka. 

Nežinomas autorius apie graf! teorijos atsiradim" 
 

Pažint# su grafais prad$jome nuo istorijos apie septyni! 
Karaliau%iaus tilt! uždavin#. Šiame skyrelyje papasakosime, kaip t" 
uždavin# išsprend$ Oileris, taip pat išspr&sime jau ne kart" sutikt" 
Hamiltono cikl! uždavin#. 

Tam prireiks keleto nauj! graf! teorijos s"vok!, tad nuo j! ir 
prad$kime. 

8.1 Kelios graf! teorijos s"vokos 

Briaun!, jungian%i! virš'n& v su kokia nors kita virš'ne, skai%ius 
vadinamas virš'n$s v laipsniu. Paprastuose grafuose virš'n$s 
laipsnis yra jai gretim! virš'ni! skai%ius, ta%iau multigrafuose 
(grafuose, kuriuose dvi virš'nes gali jungti daugiau nei viena 
briauna), šie du skai%iai gali skirtis. 

Briauna, kuri" pašalinus iš grafo padi-
d$t! jungumo komponent! skai%ius, 
vadinama tiltu. Kitaip tariant, jei no-
r$tume iš kurios nors virš'n$s pasiekti 
kit", ir tam b#tinai tur$tume eiti 
briauna (u, v), ši briauna ir b't! tiltas. 

 

 

48 pav. Grafo virš"ni! 
laipsniai užrašyti šalia 

virš"ni!; grafas turi vienintel# 
tilt$ – briaun$ AC 
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8.2 Oilerio keliai ir 
ciklai 

Jau min!jome, kad Oileris neigia-
mai atsak! " Karaliau#iaus gyvento-
jus dominant" klausim$: n!ra marš-
ruto, kuris prasid!t% viename iš 
krant%, pereit% kiekvienu iš septy-
ni% tilt% lygiai vien$ kart$ ir baig-
t%si tame pa#iame krante. Išnagri-
n!j&s toki% maršrut% galimyb&, Oi-
leris pad!jo graf% teorijos pagrin-
dus.  

Jam pavyko išspr&sti š" uždavin": Oileris nustat!, kokios s$lygos yra 
b'tinos ir pakankamos, kad grafe egzistuot% toks maršrutas, be to, 
pateik! algoritm$ jam rasti. Maršrutai, prasidedantys ir 
užsibaigiantys toje pa#ioje virš'n!je bei apeinantys visas grafo 
briaunas po vien$ kart$, nuo tada vadinami Oilerio ciklais arba (jei 
baigiasi kitoje virš'n!je negu prasideda) 
Oilerio keliais. 

N!ra sud!tinga Karaliau#iaus tilt% atveju 
"rodyti, kad neegzistuoja Oilerio ciklas. Pri-
siminkime, kaip atrod! grafas, kurio virš'-
n!s – Karaliau#iaus salos ir krantai, o briau-
nos – juos jungiantys tiltai (50 pav.).  

Ieškome maršruto, kuris kiekviena briauna 
pereit% vien$ kart$. Panagrin!jus kuri$ nors 
vien$ virš'n&, nesunku pasteb!ti, jog ieško-
mas maršrutas ne"manomas, jei virš'n!s laipsnis nelyginis: juk išeiti 

 

49 pav. Šveicar! matematikas 
Leonardas Oileris  

(Leonhard Euler), 1707–1783 

 
50 pav. 

Karaliau"iaus tilt! 
uždavin# atitinkantis 
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iš šios virš!n"s tur"sime lygiai tiek kart#, kiek ir at"jome, ir 
kiekvien$kart vis kita briauna, taigi visas briaun# skai%ius turi b!ti 
dviej# kartotinis, lyginis. Ta%iau šiame grafe vis# virš!ni# laipsniai 
nelyginiai (3, 3, 3 ir 5), taigi ir toks maršrutas tikrai ne&manomas. 

'rod"me, kad toks maršrutas negalimas, jei bent vienos virš!n"s 
laipsnis nelyginis. Oileris &rod" griežtesn& teigin&: Oilerio ciklas 
egzistuoja tada ir tik tada, kai vis! virš"ni! laipsniai yra 
lyginiai. 

O kaip su Oilerio keliais? Jei maršrutas turi baigtis ne toje pa%ioje 
virš!n"je kur prasid"jo, tai min"ta taisykl" turi galioti visoms 
virš!n"ms, išskyrus pradin( ir galin(. Oilerio kelias egzistuoja 
tada ir tik tada, kai lygiai dviej! virš"ni! laipsniai yra 
nelyginiai. 

Be abejo, grafai, turintys Oilerio cikl$ arba keli$, turi pasižym"ti dar 
viena nat!ralia savybe – jie turi b!ti jung!s31. 

8.3 Flerio algoritmas 

Žinome, kas yra Oilerio kelias ir ciklas, ir netgi mokame duotame 
grafe nustatyti, ar toks egzistuoja. Ta%iau kaip ieškoti Oilerio kelio? 
Pasirodo, tai labai paprasta. Flerio algoritmas, skirtas Oilerio cikl# ir 
keli# paieškai, gali b!ti nusakytas trimis žodžiais: venk eiti tiltu.  

 

                                                 
31 Išimtis, jei grafe yra izoliuot# (t.y. iš kuri# neišeina n" viena briauna) virš!ni#; 
tokiu atveju Oilerio ciklas gali egzistuoti, nors grafas ir nejungus. 
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Flerio algoritm!, ieškant" Oilerio ciklo, galime išskaidyti " tokius 
žingsnius: 

• pradedame bet kurioje virš#n$je; 
• jei "manoma, einame briauna, kuri n$ra tiltas (jei tokios 

briaunos n$ra, tai einame tiltu);  
• briaun!, kuria jau $jome, pašaliname iš grafo;  
• kartojame nuo antro žingsnio, o jei n$ra kur eiti, baigiame. 

 

 
(1) 

 
(2) 

 
(3) 

 
(4) 

 
(5) 

 
(6) 

51 pav. Flerio algoritmo Oilerio keliui rasti iliustracija 
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Oilerio kelio paieška skiriasi tik pradin!s virš"n!s pasirinkimu: 
pradedame virš"n!je su nelyginiu laipsniu.  

Flerio algoritm# Oilerio ciklo arba kelio paieškai multigrafe (t. y. 
grafe, kuriame dvi virš"nes gali jungti daugiau negu viena briauna) 
užrašysime programavimo kalba. Multigraf# vaizduosime 
kaimynyst!s matrica – kiekvienai porai virš"ni$ %siminsime, kelios 
briaunos jas jungia: 

type grafas = record 
         n : integer; 
         briaun!_sk : array [1..MAXN, 
                             1..MAXN] of integer; 
         laipsnis : array [1..MAXN] of integer; 
     end; 

Tarsime, kad masyvas laipsnis užpildomas sudarant graf#. 

Prieš pradedant ieškoti svarbu %sitikinti, ar tenkinamos b"tinos ir 
pakankamos s#lygos. Paprastumo d!lei tarsime, kad grafas jungus, 
arba j% sudaro tik vienas nevienetinio dydžio jungumo 
komponentas. Šias s#lygas nesunku patikrinti pasinaudojus paieška 
gilyn, kaip tai dar!me 7.4 skyrelyje. 

Virš"ni$ laipsni$ ribojim# patikrinti dar papras&iau: tereikia 
suskai&iuoti, kiek virš"ni$ grafe turi nelyginius laipsnius. Jei tokios 
bus dvi, tai ieškosime Oilerio kelio ir tur!sime prad!ti vienoje iš 
nelyginio laipsnio virš"ni$, priešingu atveju gal!sime prad!ti bet 
kurioje virš"n!je.  

Patikrinus, ar tenkinamos abi s#lygos, galima prad!ti vykdyti Flerio 
algoritm#: %siminti pradin' virš"n', pasirinkti tolesn' ir briaun#, 
kuria jau !jome, išbraukti iš grafo. Tolesn' lankom# virš"n' 
renkam!s pagal min!t# s#lyg# – stengiam!s neiti tiltu, jei tik 
%manoma. 
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const MAXB = ...; { maksimalus briaun! skai"ius } 
type  masyvas = array [1..MAXB+1] of integer; 
 

procedure Flerio(var g : grafas; 
                 var kelio_ilgis : integer; 
                 var kelias : masyvas); 
{ jei Oilerio ciklas/kelias grafe neegzistuoja, tai „kelio_ilgis“ reikšm# lygi 
   nuliui, kitu atveju Oilerio ciklas/kelias $rašomas $ masyv% „kelias“ }  
var k, p, v, u, nelyg : integer; 
begin 
    nelyg := 0; 
    { suskai"iuojama, kiek yra nelyginio laipsnio 
    virš&ni!, ir parenkama pradin# (v) } 
    v := 1; 
    for k := 1 to g.n do 
        if odd(g.laipsnis[k]) then begin 
            nelyg := nelyg + 1; 
            { jei randama bent viena nelyginio laipsnio virš&n#, 
              tai v priskiriamas jos numeris } 
            v := k; 
        end; 
    kelio_ilgis := 0; 
 

    if ((nelyg = 0) or (nelyg = 2)) 
    { jei tenkinamos b&tinos Oilerio ciklo/kelio egzistavimo s%lygos } 
    then begin { vykdomas Flerio algoritmas } 
        while v > 0 do begin 
            inc(kelio_ilgis); 
            kelias[kelio_ilgis] := v; 
            p := v; { paskutin# pereita virš&n# } 
            v := 0; 
            { pagal Flerio algoritm% pasirenkama sekanti virš&n# } 
            for u := 1 to g.n do  
                if (g.briaun!_sk[p, u] > 0) and 
                   ((v = 0) or not tiltas(g, p, u)) 
                then 
                    v := u;  
            if v > 0 then begin { ištrinama briauna } 
                dec(g.briaun!_sk[p, v]); 
                dec(g.briaun!_sk[v, p]); 
            end; 
        end; 
    end; 
end; 
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Liko nerealizuota funkcija tiltas. Ji tur!t" gr#žinti true reikšm$, 
jei grafe g briauna (u, v) yra tiltas. Tai patikrinti nesunku: jei (u, v) 
yra tiltas, tai pašalinus ši# briaun# virš%n!s u ir v atsidurs skirtinguo-
se jungumo komponentuose. Taigi pašalinkime ši# briaun#, paieška 
gilyn patikrinkime, ar v pasiekiama iš u, ir sugr#žin$ pašalint# briau-
n# pateikime rezultat#. 

function tiltas(var g : grafas; 
                u, v : integer) : boolean; 
var k : integer; 
begin 
    if g.briaun!_sk[u, v] > 1 then 
        tiltas := false 
    else begin 
        for k := 1 to g.n do 
            spalva[k] := balta; 
 
        g.briaun!_sk[u, v] := 0; { pašalinama briauna } 
        g.briaun!_sk[v, u] := 0; 
        ie"kok_gilyn32(g, u); 
        g.briaun!_sk[u, v] := 1; { atstatoma briauna } 
        g.briaun!_sk[v, u] := 1; 
 
        tiltas := spalva[v] = balta; 
    end; 
end; 

 

                                                 
32 Ši proced%ra pateikta 7.3 skyrelyje, ta&iau kitaip pavaizduotam grafui, taigi prieš 
taikant j# b%tina modifikuoti. 
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8.4 Uždavinys Domino kauliukai33 

Yra kr!vel" domino kauliuk#. Kiekvienas domino kauliukas 
perskirtas pusiau, kiekvienoje pus"je užrašytas skai$ius iš 
intervalo 0..6. Du kauliukus galima sujungti, jei sutampa 
skai$iai, užrašyti ant sujungiam# kauliuk# pusi#.  

Užduotis. Reikia nustatyti, ar kr!vel"je esan$ius kauliukus 
galima sud"lioti % nenutr!kstam& linij&.  

Uždavin! modeliuosime grafais. Grafas tur"s septynias virš#nes, 
sunumeruotas nuo 0 iki 6 (mat nuo 0 iki 6 tašk$ gali b#ti ant 
domino kauliuko pusel"s). Kauliukus atitiks grafo briaunos.  

 

52 pav. Kauliuk# rinkinys ir juos atitinkantis grafas; grafe Oilerio kelias yra 
toks: 6—4—2—1—3—6—2, tad kauliukus galima sud"lioti % vien& eil': 

 [6,4] [4,2] [2,1] [1,3] [3,6] [6,2] [2,4] 

 

                                                 
33 Šis uždavinys buvo pateiktas Lietuvos informatikos olimpiados III etape 1995 
metais.  
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Kauliuk! d"liojimas # linij$ atitinka keli$, kai visomis grafo 
briaunomis apeinama po vien$ kart$, t. y. Oilerio keli$. Norint 
išspr%sti š# uždavin# tereikia patikrinti, ar grafe egzistuoja Oilerio 
kelias.  

8.5 Hamiltono keliai ir ciklai 

O brooding Spirit of Wisdom and of Love, 
Whose mighty wings even now o'ershadow me, 

Absorb me in thine own immensity, 
And raise me far my finite self above! 

M!slioji išminties ir meil"s siela,  
kurios eikli# sparn# šeš"lyje slepiuos,  

leisk prisiliesti prie gelm"s tavos  
ir peržengt savo ribotumo sien!! 34 

Seras Viljamas Rovanas Hamiltonas (Sir William Rowan Hamilton) 
 

Airija n"ra šalis, kuri$ garsina 
matematikai. Ta&iau vien$ j! – 
matematik$ ir poet$ ser$ 
Viljam$ Rovan$ Hamilton$ – 
žino daugelis. Deja, labai ga-
baus, daug kalb! žinojusio 
mokslininko asmeninis gyveni-
mas buvo nenusisek%s: jis sirgo 
alkoholizmu ir depresija. 1859 
metais – pasakoja, jog pristig%s 
pinig! – jis sukonstravo ir 

                                                 
34 Eiles vert" Gediminas Pulokas.  

 

53 pav. Seras Viljamas Rovanas 
Hamiltonas, (Sir William Rowan 
Hamilton) 1805–1865 su vienu 

 iš s$n# apie 1845 m. 
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Dublino žaisl! gamintojams pardav" galvos#k$ „Aplink pasaul$“ – iš 
medžio pagamint% taisykling% dodekaedr% su dvidešim&ia virš#ni!. 
Ant kiekvienos virš#n"s buvo užrašytas miesto pavadinimas. Tai 
buvo galvos#kis: reik"jo rasti keli% dodekaedro briaunomis, kuriuo 
b#t! kiekvienas miestas aplankytas po vien% kart%.  

 

54 pav. Erdvinis dodekaedro vaizdas 

 

Hamiltono keliu imta vadinti keli%, kuriuo einant kiekviena 
virš#n" aplankoma po vien% kart%.  

 
55 pav. Dodekaedras, pavaizduotas plokštumoje 
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Atrodyt!, Hamiltono kelio uždavinys nedaug skiriasi nuo Oilerio 
kelio uždavinio: vienu atveju reikia rasti keli", kuris apeit! visas 
virš#nes po vien" kart", kitu atveju – keli", kuris po vien" kart" 
apeit! visas briaunas. Ta$iau j! sprendimai iš esm%s skiriasi. Oilerio 
ciklus ir kelius s%kmingai randa Flerio algoritmas, o Hamiltono 
kelio paieška – NP sunkus uždavinys. Tai reiškia, kad n%ra 
žinoma jokio efektyvaus algoritmo šiam uždaviniui spr&sti.  

Hamiltono kelio paieško uždavinys labai artimas keliaujan$io pirklio 
uždaviniui, su kuriuo jau susid#r%me 1.7 skyrelyje. Pastarajame 
uždavinyje grafas yra pilnas (t. y. bet kurios dvi virš#n%s yra 
sujungtos briauna, nes egzistuoja kelias tarp bet kuri! dviej! miest!) 
ir svorinis (grafo briaunoms yra priskirti svoriai, t. y. atstumai tarp 
miest!).  

8.6 Hamiltono kelio paieška 

Ieškodami vis! Hamiltono keli! grafe, kurio virš#n%s sunumeruotos 
nuo 1 iki n, gal%tume generuoti visus skai$i! nuo 1 iki n k%linius 
(t. y. visas galimas virš#ni! ap%jimo tvarkas) k1, k2, ..., kn, o 
sugenerav& patikrinti, ar egzistuoja visos briaunos (ki, ki+1), 
(i = 1, 2, ..., n – 1).  

Ta$iau retuose (t. y. tokiuose, kurie turi nedaug briaun!) grafuose 
Hamiltono keli! galima ieškoti kur kas efektyviau. Virš#ni! sek" 
galima iškart sudaryti taip, kad gretimas sekos virš#nes jungt! 
briauna. Naudodami gr'žimo metod" parašysime proced#r", 
spausdinan$i" visus konkre$ioje virš#n%je v prasidedan$ius 
Hamiltono kelius. Graf" vaizduosime kaimynyst%s s"rašais. 
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const MAXN = ...; 
var seka : array [1..MAXN] of integer; 
    aplankyta : array [1..MAXN] of boolean; 
 
procedure ie!kok(var g : grafas; 
                 k,          { kiek virš!ni" apeita } 
                 v : integer { kurioje virš!n#je sustota } ); 
var i, u : integer; 
begin 
    seka[k] := v; 
    {aplankytomis žymimos konstruojamame kelyje esan$ios virš!n#s}  
    aplankyta[v] := true; 
    if (k = g.n) then 
        { jei apeitos visos virš!n#s – tai rastas Hamiltono kelias} 
        spausdink35(g.n) 
    else 
        { bandoma toliau eiti % visas neaplankytas v kaimynes } 
        for i := 1 to g.vir[v].k do begin 
            u := g.vir[v].ks!ra"as[i];  
            if (not aplankyta[u]) then 
                ie"kok(g, k + 1, u); 
        end; 
    { pabaigus, v pažymima kaip neaplankyta } 
    aplankyta[v] := false; 
end; 

Norint rasti Hamiltono kelius, prasidedan!ius visose virš"n#se, 
reikia $vykdyti: 

for v := 1 to g.n do 
    ie"kok(g, 1, v); 

Jei ieškotume ne keli%, o cikl%, tuomet sugeneravus vis& sek& reikt% 
papildomai patikrinti, ar egzistuoja briauna, jungianti pirm& ir 
paskutin' kelyje esan!ias virš"nes.  

                                                 
35 Proced"ra spausdink(m) išveda masyvo elementus nuo 1 iki m; ji analogiška 
5.1 skyrelyje pateiktai proced"rai. 
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9 ORIENTUOTIEJI GRAFAI, TOPOLOGINIS 
RIKIAVIMAS 

It is amazing how often messy applied problems have a simple 
description and solution in terms of classical graph properties. 

Nuostabu, kaip dažnai sud!tingus praktinius uždavinius pavyksta 
paprastai suformuluoti ir išspr"sti naudojant graf# teorij$. 

Stivenas S. Skiena (Steven S. Skienna) 
 

Iki šiol nagrin!jome tik papras"iausius grafus: juose briaunos rodo, 
kad tarp dviej# objekt# ryšys yra arba jo n!ra. Ta"iau ne visada ryšys 
tarp objekt# esti vienodas. Šiame ir tolesniame skyreliuose 
prapl!sime grafo s$vok$ ir panagrin!sime uždavinius, modeliuoja-
mus sud!tingesniais grafais. 

9.1 Orientuotieji grafai 

Kartais gali tekti grafais pavaizduoti nesimetrišk$ ryš% tarp objekt#. 
Pavyzdžiui, jei grafu nor!tume vaizduoti miesto plan$, kur virš&n!s 
atitikt# sankryžas, o briaunos – jas jungian"ias gatves, tai galb&t 
tekt# parodyti, kad kai kurios gatv!s yra vienos krypties eismo: iš 
sankryžos A galima nuvažiuoti % sankryž$ B, bet ne atvirkš"iai. 
Tarkime, at!jo pavasaris ir grafu modeliuojame, kuri mergait! 
patinka kuriam berniukui, ir kuriai mergaitei – kuris berniukas. 'ia 
v!l (deja!) susiduriame su nesimetrišku s$ryšiu: Pauliui gali patikti 
Milda, o ši galb&t net nežvilgtel!s % jo pus(. 

Taigi kartais prasminga grafo briaunoms suteikti krypt%. Grafas, 
kuriame briaunos turi krypt%, vadinamas orientuotu arba 
kryptiniu, o tokio grafo briaunos (su kryptimi) vadinamos lankais. 
Piešiant graf$, lankai vaizduojami rodykl!mis. Jei lankas nukreiptas 
iš virš&n!s A % virš&n( B, sakoma, kad lankas išeina iš virš!n"s A 
ir ateina # virš!n$ B.  
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Ankstesniame skyrelyje buvome 
apibr!ž" kai kurias graf# teorijos 
s$vokas, kurias reik!t# patikslinti 
orientuotiems grafams: virš%n!s 
laipsnis, kelias, jungus grafas.  

Orientuoto grafo virš%n!s 
iš!jimo laipsnis lygus lank#, 
išeinan&i# iš šios virš%n!s, skai-
&iui, o "!jimo laipsnis lygus 'ei-
nan&i# ' virš%n" lank# skai&iui. 

Kelias ir ciklas orientuotame grafe traktuojamas taip pat, kaip 
ir neorientuotame grafe, ta&iau einama tik lanko kryptimi.  

Orientuotame grafe yra keli jungumo tipai. Orientuotas grafas 
vadinamas silpnai jungiu, jei orientuot$ graf$ pakeitus j' 
atitinkan&iu neorientuotu grafu (t. y. grafo lankus pakeitus 
briaunomis), šis yra jungus. 

Vienkryptiškai jungiu grafu vadinamas orientuotas grafas, jei 
pasirinkus bet kurias dvi virš%nes A ir B, egzistuoja kelias iš A ' B 
arba iš B ' A. 

Orientuotas grafas yra stipriai jungus (stipriai susietas), jei iš bet 
kurios virš%n!s galima pasiekti bet kuri$ kit$ virš%n". 

Visi stipriai jung%s grafai yra ir vienkryptiškai jung%s, o visi 
vienkryptiškai jung%s yra ir silpnai jung%s. 

 

56 pav. Orientuotojo grafo 
pavyzdys  



Orientuotieji grafai, topologinis rikiavimas 

 118 

  
57 pav. Paveiksle pavaizduoti trys grafai;pirmasis j! – silpnai jungus,  

antrasis – vienkryptiškai jungus ir tre"iasis – stipriai jungus 

Orientuotas grafas yra bendresnis grafo atvejis, ir atvirkš!iai – 
paprastas grafas G' yra atskiras orientuoto grafo G atvejis, kuriame 
grafo G' briaun# (u, v) atitinka du lankai (u, v) ir (v, u). Taigi 
nereikia beveik joki" pakeitim" norint pavaizduoti orientuot# graf# 
kompiuteriu. Jei graf# vaizduojame kaimynyst$s matrica, tai ši 
matrica tiesiog nebus simetrin$ (lanko %terpimas % graf# reikš 
reikšm$s %rašym# % vien# matricos langel%). Jei graf# vaizduojame 
kaimynyst$s s#rašais, tai lanko %terpimas % graf# reikš vienos virš&n$s 
kaimyni" s#rašo papildym# (dar mažiau darbo negu vaizduojant 
paprast# graf#).  

Beveik be joki" pakeitim" orientuotuose grafuose veiks jau aptarti 
algoritmai: paieška gilyn ir platyn, Oilerio cikl" bei Hamiltono cikl" 
paieška. Tiesa, algoritmai tur$s nauj# prasm'. Pavyzdžiui, paieškos 
gilyn ir platyn algoritmai aplankys ne visas vizualiai prijungtas 
virš&nes, bet tik tas, kurios pasiekiamos einant lankais (tik viena 
briaunos kryptimi). Šiek tiek skiriasi Oilerio ciklo egzistavimo 
s#lyga, ta!iau ji labai nat&rali: %einan!i" lank" skai!ius (%$jimo 
laipsnis) turi b&ti lygus išeinan!i" lank" skai!iui (iš$jimo laipsniui) 
kiekvienoje virš&n$je (% kiekvien# virš&n' turime ateiti tiek kart", 
kiek ir išeiti). 
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 A B C D E F    A B C D E F 

A         A       
B         B       
C         C       
D         D       
E         E       
F         F       

58 pav. Paveiksle pavaizduotas orientuotas grafas,  j! atitinkantis neorientuotas 
grafas bei šiuos grafus atitinkanti kaimynyst"s matrica; matome, kad vienu 

atveju matrica yra simetriška, kitu atveju – ne 

9.2 Topologinis rikiavimas 

!sivaizduokite, kad prad"jote ruoštis atostogoms ir norite keliauti # 
tolim$ šal#. Teks nuveikti nemažai darb%: užsisakyti l"ktuvo bilietus, 
numatyti ar užsisakyti nakvyn"s vietas, susipakuoti daiktus, galb&t 
gauti vizas, išsirinkti valstyb', # kuri$ vyksite, susiplanuoti maršrut$ 
ir t. t. Akivaizdu, kad ši% darb% bet kokia tvarka atlikti negalima. 
Prieš perkant l"ktuvo bilietus b&tina išsirinkti valstyb', # kuri$ vyk-
site, prieš numatant nakvyn"s vietas – susiplanuoti maršrut$, kuriuo 
keliausite. Reikia visus pasiruošimo atostogoms darbus surikiuoti # 
eil' taip, kad juos atlikdami ta tvarka s"kmingai išvyktume 
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atostogauti. Darbus galime vaizduoti grafo virš!n"mis, o fakt#, kad 
darbas A turi b!ti atliktas prieš darb# B, žym"ti lanku iš A $ B.  

Šis uždavinys bus grafo topologinio rikiavimo uždavinys: 
orientuoto grafo virš!nes reikia išrikiuoti $ vien# eil% taip, kad bet 
kuriam grafo lankui (u, v), toje eil"je virš!n" u eit& prieš virš!n% v. 

 

59 pav. Orientuotas beciklis grafas ir du skirtingi  
topologiniai jo išrikiavimai 

 

Ar visada galima topologiškai surikiuoti grafo virš!nes? Tarkime, 
kad darbas A turi b!ti atliktas prieš darb# B, darbas B – prieš darb# 
C, o darbas C – prieš darb# A. Topologiškai surikiuoti tokios darb& 
sekos ne$manoma, ta'iau ir pa'ios darb& sekos turb!t negalima pa-
vadinti korektiška. Tad grafo virš!nes topologiškai galima išrikiuoti, 
jei ir tik jei grafe n"ra cikl&. 
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(1) Orientuotas beciklis grafas; virš!ni" 
A ir G #$jimo laipsniai lyg!s 0 

 

(2) Pašalinami lankai, išeinantys iš 
virš!ni" A ir G, o šios virš!n$s 

#traukiamos # sek% 

 

(3) . & sek% #traukiamos naujos virš!n$s 
C ir E, kuri" laipsniai tapo lyg!s 0 

 

(4) Pašalinamas lankas, išeinantis iš 
virš!n$s F, nes jos laipsnis lygus 0; 
virš!n$ F #traukiama # sekos gal% 

 

(5)  

 

(6)   

60 pav. Topologinio rikiavimo pavyzdys; #vykdžius visus algoritmo žingsnius, 
gaunama virš!ni" seka, kuri yra topologinis grafo išrikiavimas 
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Topologinio rikiavimo algoritmas gana intuityvus: pirma išrenkamos 
ir ! sek" !traukiamos virš#n$s, kuri% !$jimo laipsniai lyg#s 0 (iš ties% 
reikia prad$ti nuo darb%, prieš kuriuos nieko daugiau nereikia 
atlikti). Tuomet pašalinami iš ši% virš#ni% išeinantys lankai ir 
atnaujinama informacija apie vis% virš#ni% laipsnius. Toliau v$l 
kartojami tie patys veiksmai, kol ! sek" !traukiamos visos virš#n$s. 

Norint efektyviai vykdyti algoritmo žingsnius, graf" reikia vaizduoti 
kaimynyst$s s"rašais. Virš#ni%, kurios neturi !einan&i% lank%, galima 
ieškoti kiekvien"kart ciklu perb$gant visas virš#nes. Ta&iau 
efektyviau laikyti eil' virš#ni%, kuri% !$jimo laipsniai lyg#s 0, ir j" 
vis papildyti iš grafo trinant lankus. Tam panaudosime eil!s 
duomen% strukt#r", aprašyt" 7.6 skyrelyje. 

const MAXN = ...;       { maksimalus virš"ni# skai$ius } 
      MAXB = MAXN*MAXN; { maksimalus lank# skai$ius } 
 
type vir!"n# = record 
         k : integer;         { kaimyni# skai$ius  ir s%rašas } 
         ks$ra!as : array [1..MAXN] of integer; 
     end; 
 
     grafas = record 
         n : integer;                 { virš"ni# skai$ius } 
         laipsnis : array [1..MAXN] of integer; 
                                      { &!jimo laipsnis } 
         vir : array [1..MAXN] of vir!"n#; 
                                      { virš"ni# s%rašas } 
     end; 
 
procedure topologinis_rikiavimas(var g : grafas; 
                                 var seka : masyvas); 
{ topologinis išrikiavimas &rašomas & masyv% seka } 
var v, u, i, nr : integer; 
    eil : eil#; 
begin  
    i!valyk(eil); 
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    { ! eil" !traukiamos virš#n$s, kuri% !$jimo laipsniai lyg#s 0 } 
    for v := 1 to g.n do 
        if g.laipsnis[v] = 0 then 
            !d"k(eil, v); 
 
    nr := 0; { išrikiuot% virš#ni% sekos indeksas } 
    while not tu#$ia(eil) do begin 
        v := i#imk(eil); 
        nr := nr + 1; 
        seka[nr] := v; { v !rašoma ! sek& } 
        { „ištrinami“ iš v išeinantys lankai ir papildoma eil$ } 
        for i := 1 to g.vir[v].k do begin  
            u := g.vir[v].ks%ra#as[i]; { kaimyn$ } 
            g.laipsnis[u] := g.laipsnis[u] - 1; 
            if g.laipsnis[u] = 0 then 
                !d"k(eil, u); 
        end; 
    end; 
end; 

Jei baigus vykdyti algoritm!, " sek! nebuvo "trauktos visos virš#n$s 
(t. y. nr < g.n), tai reiškia, kad grafe aptikta cikl%, ir topologinis 
išrikiavimas ne"manomas. Atkreipkite d$mes", jog pateiktoje 
proced#roje grafo lankai iš ties% n$ra ištrinami, tik atnaujinama 
informacija apie virš#ni% "einan&ius laipsnius. Šio algoritmo 
sud$tingumas – O(n + b), kur b – lank% skai&ius. 

Yra ir kitas tokio paties sud$tingumo topologinio rikiavimo 
algoritmas, naudojantis paiešk! gilyn; š" algoritm! realizuoti yra 
papras&iau. Jo teksto nepateiksime, tik trumpai paaiškinsime id$j!. 

Pasirinkus bet kuri! virš#n', nuo jos atliekama paieška gilyn. 
Paieškos gilyn metu pirmiausia juodai nuspalvinamos „giliausios“ 
virš#n$s: jei orientuotasis grafas neturi cikl%, tai virš#n$ v bus 
nuspalvinta juodai tik tada, kai jau nuspalvintos juodai visos iš jos 
pasiekiamos virš#n$s. Tod$l jei spalvinant virš#n' juodai, ji dar ir 
"terpiama ! sekos pradži&, tai gautoji seka ir yra topologinis grafo 
išrikiavimas. 
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Jei paieška gilyn baigta, bet dar lik! balt" virš#ni", tuomet v$l 
pasirenkama bet kuri balta virš#n$ ir nuo jos atliekama paieška 
gilyn, kartojant jau aprašytus veiksmus. Šis algoritmas taip pat gali 
aptikti cikl% grafe: nagrin$jant virš#n$s kaimynes neturi b#ti 
aptinkama pilka virš#n$, nes joje prad$ta ir dar nebaigta paieška 
gilyn. 

Žemiau pateikti paveikslai iliustruoja topologin& rikiavim% taikant 
paiešk% gilyn.  

 
(1) 

 
(2) 

Prad!jus nuo pasirinktos virš"n!s A, vykdoma paieška gilyn; juodai nuspalvintos 
virš"n!s #traukiamos # sekos pradži$; #traukus # sek$ visas virš"nes šios atsidurs 

sekos pabaigoje 

 
(3) 

 
(4) 

Jei baigus vykdyti paiešk$ gilyn lieka balt% virš"ni%, tai pasirenkama bet kuri iš 
j% ir v!l vykdoma paieška gilyn 

61 pav. Topologinio rikiavimo, taikant paiešk$ gilyn, pavyzdys 
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9.3 Uždavinys Ab!c!l!36 

Dauguma m!s" moka išrikiuoti žodžius pagal ab#c#l$. 
Šiame uždavinyje nagrin#sime atvirkš%i& proces&. Duotas 
nežinomos kalbos žodži", surikiuot" pagal tos kalbos ab#c#l$, 
s&rašas. ' pateiktus žodžius (eina visos tos kalbos ab#c#l#s 
raid#s.  

Užduotis. Reikia rasti  šios nežinomos kalbos ab#c#l$. 

Visos raid#s rikiavimo ir ab#c#l#s poži!riu laikomos skirtin-
gomis, taip pat trumpesnis žodis eina prieš ilgesn( žod(, gaut& 
iš to trumpesnio prirašant raidži" jo pabaigoje. Pavyzdžiui, 
lietuvi" kalboje žodis „aš“ eina prieš žod( „ašara“. S&raše 
pakanka informacijos ab#c#lei nustatyti. 

Prisiminkime, k! kalb"jome apie olimpiadinius uždavinius, kuri# 
s!lygose minimas rikiavimas: dažniausiai j# sprendimui žinom# 
rikiavimo algoritm# tiesiogiai pritaikyti negal"sime. Taip bus ir š$ 
kart!. Nors s!lygoje kalbama apie rikiavim!, tai iš ties# yra 
topologinio rikiavimo uždavinys.  

Sakykime, žinome, kuris iš dviej# žodži#, išrikiavus ab"c"l"s tvarka, 
eina pirmas. Pavyzdžiui: 

ARKLYS 
ARKTINIS 

K! galime sužinoti apie raidži# tvark! ab"c"l"je? Pirmosios 
skirtingos žodži# raid"s yra L ir T, tad $ jas ir buvo atsižvelgta 

                                                 
36 Analogiškas uždavinys buvo pateiktas Lietuvos informatikos olimpiados III etape 
2005 metais. 
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rikiuojant žodžius. Vadinasi, nežinomoje ab!c!l!je raid! L eina prieš 
raid" T. 

Raides žym!sime grafo virš#n!mis, o s$ryšius tarp raidži% – lankais. 
Nustat", kad raid! A ab!c!l!je eina prieš raid" B, nuvesime lank$ iš 
virš#n!s A & virš#n" B. Gautasis grafas bus aib! reikalavim%, kuriuos 
turi tenkinti tos kalbos raidži% tvarka ab!c!l!je. Ab!c!l", 
tenkinan'i$ šiuos reikalavimus, rasime b#tent topologiškai išrikiav" 
grafo virš#nes. Uždavinio s$lyga teigia, jog s$raše pakanka 
informacijos raidži% tvarkai nustatyti, taigi sudaryto grafo virš#nes 
bus &manoma topologiškai išrikiuoti vieninteliu b#du. 

Sudarin!jant graf$, pakanka išnagrin!ti tik gretim! s$rašo žodži% 
poras: jei žinoma, kad raid! A eina prieš raid" B, o raid! B prieš 
raid" C, tai šias raides topologiškai išrikiavus raid! A b#tinai eis 
prieš raid" C. Pavyzdžiui, sudarykime graf$ iš tokio rus% kalbos 
žodži%, išrikiuot% ab!c!l!s tvarka, s$rašo: 

 

() 
*)+ 
),), 
)(-+ 
)-( 
).-(/, 
-(/ 
-*-, 
.-, 
.-* 
0./ 
/./ 
+ 

 

62 pav. Grafas, atitinkantis kair"je pateikt# žodži! s#raš# 
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63 pav. Topologiškai išrikiav! raidži" graf#, randame  
nežinomos kalbos ab$c$l! 

 

Žemiau pateiktame sprendime grafo strukt!roje žym"sime, kurias 
raides atitinkan#ios virš!n"s yra grafe, nes ne visi simboliai $eina $ 
ab"c"l%. Proced!rai rask_ab!c!l" perduodamas išrikiuot& pagal 
ab"c"l% žodži& masyvas. 

const MAX#OD#I$ = ...; 
type %od%iai = array [1..MAX#OD#I$ + 1] of string; 
     grafas = record 
         n : integer; { virš%ni" skai&ius } 
         vir&'n! : array [char] of boolean; 
                   { ar grafe yra raid! atitinkanti virš%n$ } 
         lankas : array [char, char] of boolean; 
         (ein_lank) : array [char] of integer; 
     end; 
 
procedure rask_ab!c!l"(sk : integer; { žodži" skai&ius } 
                       var % : %od%iai; 
                       var ab!c!l! : string); 
                     { atsakymas 'rašomas ' eilut! ab$c$l$ } 
 
    procedure sudaryk_graf*(var g : grafas); 
    var i, j, m : integer; 
        c, d : char; 
    begin 
        { išvalomi masyvai } 
        g.n := 0; 
        for c := low(char) to high(char) do begin 
            g.vir&'n![c] := false; 
            g.(ein_lank)[c] := 0; 
            for d := low(char) to high(char) do 
                g.lankas[c, d] := false; 
        end; 
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        { sudaromas grafas } 
        ![sk + 1] := ''; { pridedame tuš!i" žod# } 
        for i := 1 to sk do begin 
            { jei randama nauj$ raidži$ – jos #traukiamos # graf" } 
            for j := 1 to length(![i]) do 
                if not g.vir"#n$[![i][j]] then begin 
                    g.vir"#n$[![i][j]] := true; 
                    inc(g.n); 
                end; 
            m := min37( 
                length(![i]), length(![i + 1])); 
            j := 1; 
            while (j <= m) and (![i][j] = ![i+1][j]) 
                do inc(j); { ieškoma nesutampanti raid% } 
            if (j <= m) and 
               not g.lankas[![i][j], ![i+1][j]] 
            then begin 
            { rasta nesutampanti raid% – grafas papildomas lanku } 
                g.lankas[![i][j], ![i+1][j]] := true; 
                inc(g.%ein_lank&[![i + 1][j]]); 
            end; 
        end; 
    end; 
 
var g : grafas; 
    c, d : char; 
begin 
    sudaryk_graf'(g); 
    { topologiškai išrikiuojamas grafas (randama ab%c%l%) } 
    ab$c$l$ := ''; 
    while g.n > 0 do begin 
        c := low(char); 
        { randama virš&n% be #einan!i$ lank$ } 
        while (not g.vir"#n$[c]) or 
            (g.%ein_lank&[c] > 0) do inc(c); 
        { raid% pridedama prie ab%c%l%s } 
        ab$c$l$ := ab$c$l$ + c; 
 

                                                 
37 Funkcijos min teksto nepateikiame – ji papras!iausiai gr"žina mažesn#j# iš dviej$ 
parametr$. 
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        { atnaujinami kaimyni! laipsniai } 
        for d := low(char) to high(char) do 
            if g.lankas[c, d] then 
                dec(g.!ein_lank"[d]); 
        { virš"n# ištrinama iš grafo } 
        g.vir#$n%[c] := false; 
        dec(g.n); 
    end; 
end; 

Atkreipiame d!mes", kad šio uždavinio sprendime topologinis 
rikiavimas realizuotas kitaip – grafas vaizduojamas kaimynyst!s 
matrica, nenaudojama eil!s duomen# strukt$ra. Algoritmo 
sud!tingumas – O(n2).  
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10 SVORINIAI GRAFAI, TRUMPIAUSIO KELIO 
PAIEŠKA – DIJKSTROS ALGORITMAS 

Most of fundamental ideas of science are essentially simple. 
Dauguma fundamentali! mokslo id"j! yra iš esm"s paprastos. 

Albertas Enšteinas (Albert Einstein) 
 

Dažnai tikslinga grafo briaunai (arba lankui) priskirti kok! nors dyd!. 
Pavyzdžiui, jei grafu modeliuojame vietov"s žem"lap! (virš#n"mis – 
miestus, o briaunomis – kelius), tai briaunoms galima priskirti t$ 
keli$ ilgius. Šiame skyrelyje aptarsime toki$ graf$ vaizdavim% ir 
vien% iš garsiausi$ algoritm$ – Dijkstros algoritm% trumpiausiam 
keliui rasti. 

10.1 Svoriniai grafai 

Grafas, kurio visoms briaunoms (lankams) yra priskirti dydžiai (svo-
riai), vadinamas svoriniu. Dažniau-
siai nagrin"jami svoriniai grafai, ku-
ri$ briaun$ svoriai yra skai&iai. 

Galime tarti, kad paprastas besvoris 
grafas t"ra atskiras svorinio grafo 
atvejis, kai vis$ briaun$ svoriai 
lyg#s 1. 

Duomen$ strukt#ra, kuria galime 
pavaizduoti svorin! graf%, nesud"-
tinga. Galime naudoti kaimynyst"s 
matric%, kurioje saugosime briaun$ 
svorius. Ta pati matrica tur"t$ 
saugoti ne tik briaun$ svorius, bet ir parodyti, kurios grafo briaunos 
egzistuoja, kurios ne. Neegzistuojan&ias briaunas galime žym"ti 
tokiu skai&iumi, kokio svorio b#ti negali, pavyzdžiui „begaliniu“ 

 

64 pav. Svorinio grafo pavyzdys 
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(labai dideliu) svoriu arba neigiamu skai!iumi (pavyzdžiui, jei grafo 
svoriai reiškia atstumus tarp miest"). Bet kuriuo atveju reikia b#ti 
tikram, kad jokioje algoritmo vykdymo stadijoje egzistuojan!ios 
briaunos svoris negal$s %gauti tokios reikšm$s. 

const MAXN = ...; { maksimalus grafo virš!ni" skai#ius } 
      BEGALINIS = MAXINT; 
 
type grafas = record 
         n : integer;      { virš!ni" skai#ius } 
         svoris : array [1..MAXN, 
                         1..MAXN] of integer; 
                           { briaun" svori" matrica } 
     end; 

Šitaip vaizduojant graf&, virš#nes u ir v jungia briauna, jei 
G.svoris[u, v] < BEGALINIS. 

Jei grafas vaizduojamas kaimynyst$s s&rašais, tai briaunos svor% tenka 
arba saugoti atskirame dvima!iame masyve, arba kiekvienai virš#nei 
sudaryti iš jos išeinan!i" briaun" svori" s&raš&. 

10.2 Trumpiausio kelio paieškos algoritmas – 
Dijkstros algoritmas 

Nagrin$jant olimpiadini" uždavini" sprendimus dažnai gali tekti 
susidurti su Dijkstros algoritmu trumpiausio kelio grafe paieškai. Šio 
algoritmo autorius – E. V. Dijkstra (Edsger Wybe Dijkstra) – 
oland" mokslininkas, daug nusipeln's kompiuteri" mokslui, ypa! 
programavimo kalb" srityje. Trumpiausio kelio algoritmas n$ra 
svarbiausias jo darbas, ta!iau daugelis Dijkstros pavard' sieja b#tent 
su šiuo algoritmu. 
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Pats E. V. Dijkstra apie tai rašo: „Daug 
met! pla"iuose sluoksniuose trumpiausio ke-
lio algoritmas garsino mano vard# ir teik$ 
šlov$s, ta"iau nuostabu tai, kad jis buvo su-
kurtas net be popieriaus ir pieštuko, geriant 
kav# su žmona saul$toje Amsterdamo kavi-
n$s terasoje, sukurtas tik pademonstruoti 
kompiuterio galimyb$ms...“ 

Jau esame aptar! vien" algoritm", tinkam" 
trumpiausio kelio paieškai – paiešk" pla-
tyn. Prad#ta virš$n#je p, paieška platyn 
pirmiau ima virš$nes, kuri% atstumas nuo 
virš$n#s p (matuojamas briaun%, kuriomis 
einama, skai&iumi) yra mažiausias. 

Nagrin#kime svorin' graf" G, kurio briaunos (u, v) svoris reiškia 
atstum" tarp virš$ni% u ir v. Kelio svoriniame grafe ilgiu 
vadinsime vis% keli" sudaran&i% briaun% svori% sum". Nagrin#sime 
svorin' graf" G, kurio briaunos (u, v) neneigiamas svoris reiškia 
atstum" tarp virš$ni% u ir v. Kaip ieškoti trumpiausio kelio tokiame 
grafe? Nesunku 'sitikinti, kad paieška platyn &ia visai netinkamas 
algoritmas, kadangi trumpiausias kelias neb$tinai reikš mažiausi" 
briaun%, kuriomis einama, skai&i% (pavyzdžiui, pasiekti virš$n! 
einant dviem briaunomis, kuri% svoriai atitinkamai, 1 ir 2, yra 
„pigiau“ negu viena briauna, kurios svoris 5, nes 1 + 2 = 3 < 5). 

Dijkstros algoritmas, kaip ir paieška platyn, iš duotosios virš$n#s p 
randa trumpiausius kelius iki vis! svorinio grafo virš$ni%. 
Algoritmas skirsto virš$nes ' dvi aibes: t%, iki kuri% trumpiausi keliai 
(ir atstumai) jau žinomi (jas vadinsime prijungtomis), ir vis% kit%.  

Pradžioje nežinomas trumpiausias kelias n# iki vienos virš$n#s, 
išskyrus pradin! p, tad pažymima, kad atstumai iki ši% virš$ni% yra 

 

65 pav. 
E. V. Dijsktra  

(Edsger Wybe Dijkstra) 
1930–2002 
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begaliniai. Atstumas (nuo pradin!s) iki pradin!s virš"n!s jau 
žinomas – jis lygus nuliui. 

Kiekvienu žingsniu algoritmas suranda dar neprijungt! virš"n#, iki 
kurios atstumas yra mažiausias (pirmu algoritmo žingsniu tai pradin! 
virš"n! p, kadangi iki vis$ kit$ virš"ni$ atstumai yra begaliniai). 
Pasirinktoji virš"n! prijungiama, o tuomet atnaujinama informacija 
apie visas neprijungtas jos kaimynes: galb"t kelias iki šios virš"n!s 
dar nebuvo rastas, o jei buvo – tai galb"t kelias, einantis per k% tik 
prijungt%j% virš"n# iki šios kaimyn!s, yra trumpesnis už iki šiol 
rast%j&.  

Taigi pirmuoju algoritmo žingsniu prijungiama pradin! virš"n! p. 
Antruoju – artimiausia p kaimyn!. Kiekvienu žingsniu prijungiam$ 
virš"ni$ atstumai sudaro nemaž!jan'i% sek%, kadangi vis%laik 
bandoma prijungti kuo artimesnes virš"nes. Šie samprotavimai 
intuityviai pagrindžia algoritmo teisingum%. Prijungdami virš"n#, 
galime b"ti tikri, jog rastasis atstumas yra trumpiausias, kadangi visi 
kiti, v!liau atrasti, trumpiausi atstumai bus tik ilgesni už š&. 

Kadangi ieškoma trumpiausi$ keli$, o ne tik j$ ilgi$, kiekvienai 
virš"nei išsaugoma jos pirmin! virš"n! (tai virš"n!, iš kurios & j% 
ateinama einant trumpiausiu keliu). Kol kelias iki virš"n!s nerastas, 
jos pirmin! virš"n! yra neapibr!žta. Atnaujinant atstum% iki 
virš"n!s, kartu pažymima, iš kurios virš"n!s & j% ateinama. 
Algoritmo vykdymo metu kiekvienos virš"n!s pirmin! virš"n! (kaip 
ir trumpiausias rastas atstumas) gali ne kart% pasikeisti. 66 paveiksle 
pavaizduotas Dijkstros algoritmo vykdymas konkre'iame grafe, 
ieškomi trumpiausi keliai iš virš"n!s a iki kit$ grafo virš"ni$. 
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(1) Pradin! situacija: trumpiausio kelio 
iki virš"n!s a (pasirinktosios pradin!s 
virš"n!s) ilgis lygus 0, o iki kit# virš"-

ni# – nežinomas;  

(2) Virš"n! a turi dvi kaimynes b 
ir c; iki ši# virš"ni# rasti trumpes-

ni keliai 

  

 

(3) Iš neprijungt# virš"ni# išrenkama ta, iki kurios atstumas trumpiausias 
(virš"n$ b); trumpesnio kelio iki b rasti negalima, ji prijungiama; perži"rimos 
neprijungtos b kaimyn!s c ir d ir pastebima, kad iki ši# abiej# virš"ni# rasti 
trumpesni keliai per virš"n$ b: iki virš"n!s d kelias anks%iau nebuvo rastas, o 

iki virš"n!s c buvo rastas tiesioginis kelias iš a; ta%iau naujasis kelias per 
virš"n$ b yra trumpesnis 

 

 
(4) 

 
(5) 
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(6) Baigus vykdyti Dijkstros algoritm! visos virš"n#s yra prijungtos (t. y. visos 
yra pasiekiamos iš pradin#s virš"n#s) ir žinomi trumpiausi atstumai iki j$: 
trumpiausio kelio iki virš"n#s b ilgis lygus 3, iki c – 4, iki d – 6, iki e – 8. 

66 pav. Dijkstros algoritmo iliustracija 

 

Toliau pateikiamas algoritmo tekstas, tinkamas trumpiausi! keli! 
paieškai tiek orientuotame, tiek ir neorientuotame grafe. Grafas 
vaizduojamas kaimynyst"s matrica.  

type masyvas = array [1..MAXN] of longint; 
     logmas = array [1..MAXN] of boolean; 
 
procedure dijkstra(var G : grafas; 
                   var atstumas, pirmin! : masyvas; 
                   p : integer); 
 
var prijungta : logmas; 
    v, u : integer; 
    min : longint; 
 
begin 
    { %rašomos pradin#s masyv$ reikšm#s } 
    for u := 1 to G.n do begin 
        atstumas[u] := BEGALINIS; 
        pirmin![u] := -1; 
        prijungta[u] := false; 
    end; 
    atstumas[p] := 0; 
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    v := p; 
    while v <> 0 do begin  
        { jei v <> 0, tai rasta virš!n", kuri# galima prijungti } 
        prijungta[v] := true; 
        for u := 1 to G.n do { perži!rimos kaimyn"s } 
            if (G.svoris[v, u] < BEGALINIS) and 
               (atstumas[u] > 
                   atstumas[v] + G.svoris[v, u]) 
            then begin { $ virš!n% u ver&iau eiti per v } 
                atstumas[u] := 
                    atstumas[v] + G.svoris[v, u]; 
                pirmin![u] := v; 
            end; 
 
         { randama tolesn" kandidat" - 
           dar neprijungta virš!n" su mažiausiu atstumu } 
         v := 0; 
         min := BEGALINIS; 
         for u := 1 to G.n do 
             if not prijungta[u] and 
                (atstumas[u] < min) 
             then begin 
                 v := u; 
                 min := atstumas[u]; 
             end; 
         { jei jokia virš!n" nerasta, tai v = 0 ir ciklas nutraukiamas } 
    end; 
end; 

Užrašytojo algoritmo sud!tingumas yra O(n2), kur n – grafo 
virš"ni# skai$ius. Pasitelkus sud!tingesnes duomen# strukt"ras, 
Dijkstros algoritm% galima pagreitinti iki O((n + b) log n) ($ia b – 
grafo briaun# skai$ius). Pastarasis sud!tingumas yra kur kas geresnis 
retuose (turin$iuose nedaug briaun#) grafuose. 
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10.3 Uždavinys Aplink žem! per 80 dien"38 

Žiulio Verno knygoje pasakojama, kaip Filijas Fogas 
apkeliavo aplink Žem! per 80 dien". Ta#iau galb$t sudarius 
labai ger% maršrut%, jam b$t" pasisek! apkeliauti dar 
grei#iau.  

Žinomi &vairi" transporto priemoni", vykstan#i" & rytus 
(Filijas Fogas keliavo tik & rytus), tvarkaraš#iai, tie patys 
visomis dienomis. Apie kiekvien% reis% žinoma šitokia 
informacija: išvykimo miestas, išvykimo laikas, miestai, 
kuriuose sustojama, kelion's trukm' tarp dviej" gretim" 
sto#i". Visi tvarkaraš#iai nurodyti Grinvi#o laiku.  

Laikomasi susitarimo, kad tarpin'je stotyje transporto 
priemon's neužsib$na: atvyksta ir išvyksta t% pa#i% minut!, 
taip pat kad pers'sti iš vienos transporto priemon's & kit% 
galima t% pa#i% minut!.  

Užduotis. Žinomas miestas, iš kurio pradedama keliauti. 
Kelion's pradžia yra lygiai vidurnaktis Grinvi#o laiku. 
Parašykite program%, kuria nustatytum'te, ar galima 
apkeliauti aplink Žem's rutul& pagal pateiktus susisiekimo 
priemoni" tvarkaraš#ius ir, jei galima, informuotum'te, kada 
anks#iausiai &manoma gr&žti & miest%, iš kurio buvo išvykta.  

Kaip jau gal!jote atsp!ti, uždavinys bus sprendžiamas taikant 
Dijkstros algoritm". Ta#iau olimpiada n!ra kontrolinis darbas, 
kuriuo tikrinama, ar gerai dalyviai moka vien" ar kit" algoritm". Tad 

                                                 
38 Panašus uždavinys buvo pateiktas Lietuvos moksleivi$ informatikos olimpiadoje 
III etape 2000 metais.  
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ir uždaviniai olimpiadose pateikiami tokie, kad net žinant algoritm!, 
tenka j" modifikuoti ir pritaikyti ne"prastai situacijai. 

Sudarysime orientuot! graf!, kurio virš#n$s atitiks miestus. Reikia 
rasti trumpiausi! keli! iš pradinio miesto atgal " j" pat", tik 
trumpiausi! laiko prasme. Ta%iau Dijkstros algoritmas kiekvien! 
virš#n& nagrin$ja tik po vien! kart!, tod$l pradin" miest! (" kur" 
turime sugr"žti) pavaizduosime dviem virš#n$mis (M ir M'): viena 
tur$s tik išeinan%ius lankus, kita – tik "einan%ius. 

Galime b#ti tikri, kad bet kuri kelion$ iš virš#n$s M " virš#n& M' 
bus kelion$ aplink pasaul", kadangi visi maršrutai yra tik ryt' 
krypties.  

( bet kur" maršrut! galima ži#r$ti kaip " keli' tiesiogini' (be 
pers$dim') ir nepriklausom' reis' rinkin". Kiekvien! tok" 
(tiesiogin") reis! grafe atitikt' lankas, turintis du parametrus 
(svorius): reiso pradžios laik! ir jo trukm&. Kiekvienu Dijkstros 
algoritmo žingsniu b#t' prijungiama virš#n$, iki kurios galime 
atvykti anks%iausiai. Prijungus virš#n& perži#rimi visi iš jos 
išeinantys lankai. Pagal atvykimo " ši! virš#n& laik! ir maršruto 
trukm& apskai%iuojama, kada galima nuvykti " kaimynines virš#nes.  

Panagrin$kime pavyzd". Sakykime, duoti 7 miestai, Filijas Fogas 
kelion& pradeda ir baigia antrajame, ir galimi tokie maršrutai: 

Pirmasis maršrutas: 2 ! 5 ! 6, išvykimo laikas – 5:35, važiavim' 
trukm$s: 2:44 ir 21:07. 

Antrasis maršrutas: 3 ! 5 ! 1 ! 6, išvykimo laikas – 7:16, 
važiavim' trukm$s: 1:14, 7:10, 3:40. 

Tre!iasis maršrutas: 4 ! 6 ! 7 ! 2, išvykimo laikas – 3:20, 
važiavim' trukm$s: 1:00, 15:40, 1:15. 



Svoriniai grafai, trumpiausio kelio paieška 

 139 

Ketvirtasis maršrutas: 6 ! 4 ! 3 ! 2, išvykimo laikas – 19:30, 
važiavim! trukm"s: 0:20, 1:00, 0:35. 

 

67 pav. Pavyzdyje pateiktus maršrutus atitinkantis grafas; kad iliustracija b!t" 
aiškesn#, vietoj važiavimo trukmi" nurodyti atvykimo laikai (n# vienas reisas 

netrunka ilgiau nei par$) 

Šiuos maršrutus atitinkantis grafas pateiktas 67 paveiksle. Tarkime, 
Filijas Fogas pradeda kelion# iš antrojo miesto. Jis anks$iausiai sugr%š 
namo, jei stotyje lauks iki ryto ir 5:35 išvyks % penkt&j% miest& (tai, 
beje, vienintelis reisas iš antrojo miesto). Penktajame mieste jam 
verta pers"sti ir važiuoti % pirm&j% miest&, o iš ten – % šešt&j%, kuriame 
jis atsidurs 19 val. 20 min. Ir sp"s % reis&, išvykstant% % ketvirt&j% 
miest& 19 val. 30 min. O iš ten be pers"dimo važiuos iki pradinio 
miesto. Kelion"s trukm": 21 val. 25 min. 
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Jeigu Filijas Fogas penktajame mieste nepers!st" ir važiuot" toliau # 
šešt$j# miest$, tuomet jis ten atsidurt" kitos dienos ryte: 
5 val. 26 min. ir pav!luot" # # rytin# reis$, vykstant# # septint$ miest$. 
Jam tekt" laukti iki vakaro ir tik 19 val. 30 min. jis gal!t" išvykti # 
ketvirt$j# miest$. Kelion! aplink pasaul# trukt" 1 par$, 21 val. ir 25 
min., t. y. lygiai par$ ilgiau nei optimaliu atveju.  

Kadangi gali b%ti keli skirtingi reisai tarp t" pa&i" miest", graf$ 
b%tina vaizduoti kaimynyst!s s$rašais. Sutarsime, kad skaitant 
pradinius duomenis, visi tarpini" sustojim" turintys maršrutai iš 
karto išskaidomi # pers!dim" neturin&ius reisus ir tuo pa&iu 
sudaromas grafas. Taip pat sutarsime, kad, kuriant graf$, išvykimo 
laikai perskai&iuoti minut!mis. Rezultatas (laikas, kada anks&iausiai 
#manoma gr#žti) taip pat pateikiamas minut!mis nuo kelion!s 
pradžios.  

const BEGALINIS = MAXLONGINT; 
      PARA = 24 * 60; 
      MAXM = ...; { maksimalus miest! skai"ius } 
      MAXR = ...; { maksimalus reis! skai"ius }  
 
type masyvas = array [1..MAXM + 1] of longint; 
     logmas = array [1..MAXM + 1] of boolean; 
     reisas = record 
         kur, kada, trukm! : longint; 
     end; 
 
     reisai_i"_miesto = record 
         k : longint; { reis! skai"ius } 
         reisai : array [1..MAXR] of reisas; 
     end; 
 
     grafas = record 
         n : longint; { miest! skai"ius } 
         mst : array [1..MAXM+1] of reisai_i"_miesto; 
     end; 
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procedure dijkstra(var G : grafas; 
                  pr : longint; { pradinis miestas } 
                  var laikas : masyvas {atvykimo laikai}); 
 
var i, u, v, t, min, atvykta, i!vyksta : longint; 
    prijungta : logmas; 
begin  
    { !rašomos pradin"s masyv# reikšm"s } 
    for u := 1 to G.n do begin 
        laikas[u] := BEGALINIS; 
        prijungta[u] := false; 
    end; 
    laikas[pr] := 0; 
 
    v := pr;  
    while v <> 0 do begin 
        { prijungiama virš$n" v } 
        prijungta[v] := true; 
        { atnaujinama informacija apie kaimynes } 
        for i := 1 to G.mst[v].k do begin 
            u := G.mst[v].reisai[i].kur; 
            t := G.mst[v].reisai[i].trukm"; 
            { kiek reik"s laukti mieste v ? } 
            atvykta := laikas[v] mod PARA; 
            i!vyksta := G.mst[v].reisai[i].kada; 
            if atvykta <= i!vyksta then 
                { reisu pavyks išvykti t% pa&i% par% } 
                t := t + (i!vyksta - atvykta) 
            else { teks laukti kitos dienos } 
                t := t + (PARA - atvykta) + i!vyksta; 
            { ar ! u verta vykti per v? } 
            if laikas[u] > laikas[v] + t then 
                laikas[u] := laikas[v] + t; 
        end; 
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       { randama tolesn! kandidat! – 
       dar neprijungta virš"n! su mažiausiu atstumu } 
       v := 0; 
       min := BEGALINIS; 
       for u := 1 to G.n do 
           if not prijungta[u] and (laikas[u] < min) 
           then begin 
               v := u; 
               min := laikas[u]; 
           end; 
    end; 
end; 
 
 

procedure keliauk(var G : grafas; { informacija apie visus 
                                  reisus iš kiekvieno miesto} 
                  pr : longint;   { pradinis miestas} 
                  var atvykimas : longint { sprendinys}); 
var i, j, pb : longint; 
    laikas : masyvas; 
 
begin 
    { pradinis miestas kei#iams dviem miestais: miestu, kuriame 
    kelion! prasid!jo ir fiktyviu, kuriame kelion! baig!si } 
    G.n := G.n + 1; 
    pb := G.n; 
    for i := 1 to G.n - 1 do 
        for j := 1 to g.mst[i].k do 
            if G.mst[i].reisai[j].kur = pr then 
                G.mst[i].reisai[j].kur := pb; 
 
    { suskai#iuojama, per kok$ mažiausi% laik% galima 
      nuvykti $ kiekvien% miest% } 
    dijkstra(G, pr, laikas);  
 
    atvykimas := laikas[pb]; 
    { jei maršruto n!ra, atvykimas = BEGALINIS } 
end; 
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11 MEDŽIAI, MINIMALAUS JUNGIAMOJO 
MEDŽIO RADIMAS 

I hope to convince you that mathematical trees are no less lovely than 
their biological counterparts. 

Tikiuosi, galiausiai j!s sutiksite, jog matematiniai medžiai  
džiugina šird" ne mažiau nei tikrieji. 

Džo Malkevi!ius (Joe Malkevitch) 
 

Ankstesniuose skyriuose išpl"t"me grafo s#vok#: susipažinome su 
orientuotais bei svoriniais grafais. Š$ kart# susiaurinsime grafo 
s#vok#. Panagrin"sime medžius – grafus, pasižymin!ius tam 
tikromis savyb"mis. Pamatysime, jog medžiai dažnai pasitaiko, kai 
grafais modeliuojami praktiniai uždaviniai. 

11.1 Medžiai 

Medžiu vadinamas neorientuotas jungus 
cikl% neturintis grafas.  

Kiekvienas medis pasižymi tokiomis savy-
b"mis: 

• bet kurias dvi virš&nes medyje 
jungia vienintelis kelias; 

• visos medžio briaunos yra tiltai 
(t. y. panaikinus bet kuri# briau-
n# medis tapt% nejungus); 

• n virš&ni% turintis medis visuomet turi (n – 1) briaun#, ir 
atvirkš!iai – jungusis grafas turintis n virš&ni% ir (n – 1) 
briaun# yra medis. 

 

68 pav. Medis 
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Kai kada medžiuose viena virš!n" išskiriama iš kit# ir pavadinama 
medžio šaknimi, o pats medis – šakniniu medžiu.  

Šakninio medžio virš!n"s taip pat turi skirtingus pavadinimus. Bet 
kuri virš!n" u, esanti tiesioginiame kelyje tarp šaknin"s virš!n"s ir 
virš!n"s v, vadinama virš!n"s v prot!viu, o virš!n" v vadinama 
virš!n"s u vaikai"iu. Šaknin" virš!n" yra vis# medžio virš!ni# 
prot"vis, o visos medžio virš!n"s yra jos vaikai$iai, kiekviena 
virš!n" yra savo pa$ios prot"vis ir vaikaitis. Jei virš!n" u yra v 
prot"vis ir egzistuoja briauna, jungianti u ir v, tuomet u vadinama 
pirmine (t!vine) v virš!ne, o v vadinama antrine (vaikine) u 
virš!ne. Medžio virš!n", neturinti antrini# virš!ni#, vadinama 
lapu.  

 

69 pav. Šakninis medis, gautas iš praeitame paveiksle pateikto medžio, šaknine 
pasirinkus virš!n" H; medis turi penkis lapus (C, F, A, B, G); šaknin# virš!n# 

H turi dvi antrines virš!nes (D ir E) ir  
7 vaikai$ius (D, E, C, F, A, B, G). 

11.2 Medži# vaizdavimas 

Medis yra susiaurinta grafo s%voka: bet kuris medis yra grafas, bet ne 
atvirkš$iai. Tad medžius galima vaizduoti lygiai tomis pa$iomis 
duomen# strukt!romis kaip ir grafus: kaimynyst"s matricomis ir 
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kaimynyst!s s"rašais. Kita vertus, galime tik!tis rasti elegantiškesn# 
b$d" medžiams pavaizduoti. Juk iš anksto žinome, jog toks grafas 
tur!s (n – 1) briaun", bus jungus bei netur!s cikl%. 

Iš ties%, jei medis šakninis, tai kiekviena virš$n!, išskyrus medžio 
šakn#, turi lygiai vien" pirmin& virš$n&. Tod!l med# visiškai 
apibr!žia jau anks'iau min!tas pirminumo masyvas: 

const MAX = ...; { maksimalus medžio virš!ni" skai#ius } 
type masyvas = array [1..MAX] of integer; 
 
var pirmin! : masyvas; { kiekvienai virš!nei $simenama jos 
                         pirmin% virš!n% } 

Taip pavaizdav& med#, galime sužinoti visas medžiui priklausan'ias 
briaunas (jos yra pavidalo (k, pirmin![k])) ir efektyviai rasti 
kelius nuo virš$n!s v iki šaknin!s virš$n!s, pereinant visus virš$n!s 
v prot!vius. Ta'iau „leistis“ medžiu, t. y. ieškoti kiekvienos virš$n!s 
antrini% virš$ni% efektyviai negalime, nes tekt% perži$r!ti vis" 
masyv". 

Siekdami efektyviai rasti tiek pirmin&, tiek ir antrines virš$nes, 
šaknin# med# galime vaizduoti #raš% masyvu, kuriame saugoma 
kiekvienos virš$n!s pirmin! virš$n! ir antrini% virš$ni% s"rašas:  

type vir"#n! = record 
         pirmin! : integer; 
         antr_sk : integer; { antrini" virš!ni" skai#ius } 
         antr_s$r : array [1..MAX] of integer 
     end; 
     medis = array [1..MAX] of vir"#n!; 

Toks vaizdavimas neefektyvus atminties poži$riu: nors vis% virš$ni% 
s"raš% antr_s$r ilgi% suma bus lygi (n – 1), šiems masyvams 
skiriama O(n2) atminties, nes iš anksto nežinoma, kiek kuri virš$n! 
tur!s antrini%. Ši" problem" galima spr&sti naudojant dinamin& 



Medžiai, minimalaus jungiamojo medžio radimas 

 146 

atmint!, kuomet atmintis išskiriama tik tada, kai jos prireikia, ir 
kiekvienam s"rašui išskirti tik tiek atminties, kiek b#tina. Ta$iau 
dinamin%s duomen& strukt#ros yra gana sud%tingos, j& realizavimas 
ir derinimas atima nemažai laiko, tod%l olimpiadose geriau j& 
vengti. 

Kok! vaizdavim" pasirinkti? Tai visuomet priklauso nuo 
sprendžiamo uždavinio. Dažnai pakanka med! saugoti pirminumo 
masyvu. Kai norima efektyviai ieškoti antrini& virš#ni&, med! tenka 
vaizduoti antruoju b#du, jei tik virš#ni& skai$ius n%ra per didelis. 
Be to, kai kuriuose uždaviniuose nagrin%jami specifiniai medžiai, 
pavyzdžiui, kuri& kiekviena virš#n% turi ne daugiau kaip dvi 
antrines virš#nes (dvejetainiai medžiai). Jiems nesunku pritaikyti 
!rašo tipo strukt#r". 

11.3 Minimalus jungiamasis medis 

Panagrin%sime optimizavimo uždavin!, su kuriuo dažnai susiduriama 
praktikoje. Tarkime, kad tiesiamos elektros linijos tiekti elektrai ! N 
miesteli&. Šiuo tikslu visus N miesteli& reikia sujungti ! vien" 
elektros tinkl". Yra apskai$iuota linijos nutiesimo tarp bet kuri& 
dviej& miesteli& kaina, ir norima sudaryti tok! elektros linij& plan", 
kad vis& linij& tiesimo kain& suma b#t& kuo mažesn%. Be abejo, 
nutiesus linijas, kiekvienas miestelis turi tur%ti elektr". 

Panagrin%kime pavyzd!. Tarkime, kad miesteli& yra penki, o 
elektros linij& tiesimo tarp miesteli& por& kainos yra tokios: 

 A B C D E 
A - 50 10 25 10 
B 50 - 20 35 40 
C 10 20 - 15 24 
D 25 35 15 - 5 
E 10 40 24 5 - 
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Paveiksluose pateikiami keli elektros linij! tiesimo planai. 

 

(1) Visi penki miesteliai sujungti ! 
tinkl"; tokio sujungimo kaina – 100 

 

(2) Tie patys miesteliai sujungti ! tin-
kl" kitu b#du; šio sujungimo kaina – 

109 

70 pav. Du galimi miesteli$ sujungimo ! tinkl" b#dai 

Matyti, kad yra ne vienas b"das sujungti miestelius # tinkl$, ir vieni 
ši! b"d! gali b"ti ekonomiškesni už kitus. 

Turb"t jau supratote, jog š# uždavin# nesunku formaliai apibr%žti 
graf! teorijos terminais. Ta&iau prieš tai #vesime dar kelias s$vokas. 

Grafo G pografiu vadinamas grafas G', kur# papildžius virš"n%mis 
ir (arba) briaunomis, gaunamas grafas G. Pografis G' negali tur%ti 
briaunos arba virš"n%s, kurios neturi grafas G. 

 
(1)  

 
(2)  

71 pav. Grafas  ir vienas jo pografi$  
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Grafo G pografis, kuriam priklauso visos G virš!n"s ir kuris yra 
medis, vadinamas grafo G jungiamuoju medžiu. Nesunku 
suvokti, kad vienas grafas gali tur"ti daugiau nei vien# jungiam#j$ 
med$. Ta%iau jei grafas nejungus, jis neturi jungiamojo medžio. 

Dabar žinome visk#, ko reikia nagrin"jamam uždaviniui 
formalizuoti. Jei kiekvien# miestel$ atitinka grafo G virš!n", o 
elektros linijos tiesimo iš miestelio A $ miestel$ B kain# žymi 
briaunos (A, B) svoris, tai ieškomasis linij& tiesimo planas yra grafo 
G jungiamasis medis, kurio briaun& svori& suma mažiausia. Toks 
medis vadinamas minimaliu jungiamuoju medžiu (MJM), o 
pats uždavinys – minimalaus jungiamojo medžio uždaviniu. 

 

72 pav. Grafo, sudaryto iš skyrelio pradžioje nagrin!to pavyzdžio, minimalus 
jungiamasis medis; sujungimo kaina – 45 

 

Kitame skyrelyje panagrin"sime efektyvius algoritmus minimalaus 
jungiamojo medžio paieškai. 

11.4 Primo ir kiti algoritmai MJM rasti 

Knygose ir mokslin"je literat!roje ilg# laik# buvo rašoma, kad 
pirmieji MJM ieškan%ius algoritmus suk!r" Džozefas Bernardas 
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Kruskalas (Joseph Bernard Kruskal) ir Robertas Kl!jus Primas (Robert 
Clay Prim) apie 1956–1957 metus. Šie algoritmai v!liau buvo 
pavadinti j" vardais. Deja, liko nepasteb!ta, kad labai graž" ir 
elegantišk# algoritm# MJM paieškai net dvidešim$ia met" anks$iau 
jau si%l! $ek" mokslininkas Otakaras Boruvka (Otakar Bor!vka). 
Galb%t šio mokslininko darbas buvo nepasteb!tas tod!l, kad 
straipsn& jis išspausdino $ek" kalba. Dar daugiau – pasirodo, Primo 
algoritmas taip pat buvo atrastas anks$iau 
kito $ek" matematiko Vojtecho Jarniko 
(Vojt"ch Jarník), o algoritmui jau buvo 
prigij's Primo algoritmo vardas. 

Šiame skyrelyje aprašysime visus tris 
algoritmus MJM paieškai, ta$iau pateiksi-
me tik Primo algoritmo realizacij#. Tam 
yra rimta priežastis – Primo algoritmo 
MJM paieškai realizacija skiriasi nuo 
Dijkstros trumpiausio kelio algoritmo vos 
keliomis eilut!mis. 

Visi trys algoritmai remiasi godži!ja 
strategija, t.y. kiekviename žingsnyje pasirenkamas palankiausias 
tuo momentu sprendimas. Ko gero, aiškiausias yra Kruskalo 
algoritmas, kuriuo konstruojamas MJM prijungiant grafo briaunas. 
Iš pradži" medis yra tuš$ias, o kiekvienu tolesniu žingsniu 
prijungiama pigiausia (mažiausio svorio) briauna, kurios prijungimas 
nesudaryt" ciklo. Medis baigiamas konstruoti, kai daugiau negalima 
prijungti n! vienos briaunos. Kadangi medis turi lygiai (n – 1) 
briaun#, tai MJM sudaryti prireikia lygiai (n – 1) žingsni" (n – grafo 
virš%ni" skai$ius). 

 

73 pav. Džozefas 
Bernardas Kruskalas 

(Joseph Bernard Kruskal) 
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(1) Pirmasis žingsnis: randama 

pigiausia briauna (jos kaina – 5) ir 
!traukiama ! MJM 

 
(2) Pasirenkama kita pigiausia briau-
na (yra dvi tokios briaunos AC ir AE, 
imama bet kuri) ir !traukiama ! MJM 

 
(3) Kita pigiausia briaun" yra AE; 

 ji !traukiama ! MJM 

 
(4) Tolesn# pigiausia briauna yra CD 

(jos kaina 15), ta$iau jos !traukti ! 
MJM negalima, nes susidaryt% ciklas, 

tad ši briauna praleidžiama 

 

(5) Prijungiama ketvirtoji pigiausia briauna (BC, jos kaina 20) 
 ir gaunamas MJM; jo kaina – 45 

74 pav. Kruskalo algoritmo veikimo iliustracija 
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Nors Kruskalo algoritm! suprasti labai lengva, j" realizuoti 
sud#tingiau, nes nuolat tenka tikrinti, ar prijungiant briaun! 
nesusidarys ciklas. 

Primo algoritmu taip pat MJM kons-
truojamas prijungiant grafo briaunas, ta-
$iau pradedama nuo medžio, kur" suda-
ro viena laisvai pasirinkta virš%n#. Pri-
jungiamoji briauna taip pat turi b%ti pi-
giausia, ta$iau tenkinti kitoki! s!lyg! 
negu Kruskalo algoritme: lygiai viena 
briaunos virš%n# turi priklausyti kons-
truojamam medžiui. Ši s!lyga garantuo-
ja, kad prijungiant briaun! nesusidarys 
ciklas. 

Toliau iliustruojama, kaip veikia Primo 
algoritmas. Prijungtos virš%n#s spalvinamos pilkai, ir iliustracijose 
pateikiamos tik tos briaunos, kurios yra arba jau prijungtos prie 
MJM, arba kuri& lygiai viena virš%n# priklauso MJM. 

 
(1) Pasirenkame pradin! virš"n! 

(pavyzdžiui, A); matome, kad pigiau-
siai prie jos galime prijungti virš"nes 

C arba E; pasirenkame bet kuri# – C 

 
(2) Prie sudarin$jamo MJM, kuris 

kol kas turi dvi virš"nes A, C ir 
briaun# tarp j%, pigiausiai galime 
prijungti virš"n! E (briaunos AE 

svoris 10) 

 

75 pav. Robertas Kl$jus 
Primas (Robert Clay Prim) 
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(3) Toliau pigiausiai galima prijungti 
virš!n" D 

 (briaunos svoris 5) 

 

(4) Liko viena neprijungta virš!n#; j$ 
pigiausiai galima prijungti briauna 
CB, jos svoris – 20;  gauname 72 

pav. pavaizduot$ MJM 

76 pav. Primo algoritmo veikimo iliustracija 

Kaip jau min!jome, Primo algoritmo realizacija labai primena 
Dijkstros algoritm". Pradedant nuo tuš#io medžio, kiekvienu 
žingsniu išsirenkama ir prijungiama nauja virš$n!. Tod!l, kaip ir 
Dijkstros algoritme, visos virš$n!s paskirstomos % dvi aibes: 
prijungt& prie konstruojamo medžio ir dar neprijungt&. Kiekvienu 
žingsniu nor!sime prie medžio prijungti t" virš$n', kuri" galima 
prijungti pigiausia briauna. Tod!l Primo algoritmas išlaiko mažiausi" 
žinom" kiekvienos virš$n!s prijungimo kain". Pradžioje šios kainos 
nustatomos begalin!s visoms virš$n!ms, išskyrus pasirinkt"j". 
Kiekvienu žingsniu prijungus virš$n' su mažiausia prijungimo 
kaina, galb$t bus rastas geresnis b$das, kaip prie medžio prijungti 
jos kaimynes. Tod!l perži$rimos ir, jei reikia, atnaujinamos 
prijungtosios virš$n!s kaimyni& prijungimo kainos. Atliekam& 
žingsni& skai#ius lygus grafo virš$ni& skai#iui. 

Toliau pateiktame algoritme grafas vaizduojamas kaimynyst!s 
matrica, o minimalus jungiamasis medis – pirminumo masyvu. 
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const BEGALINIS = MAXINT; 
      MAXN = ...; { maksimalus virš!ni" skai#ius } 
type grafas = record 
         n : longint; { virš!ni" skai#ius }  
         svoris : array [1..MAXN, 
                         1..MAXN] of integer; 
     end; 
     masyvas = array [1..MAXN] of integer; 
     logmas  = array [1..MAXN] of boolean; 
 
procedure Primo(var G : grafas; 
                var pirmin! : masyvas); 
{ ieškomasis medis gr$žinamas masyve „pirmin%“ } 
 
var prijungta : logmas; 
    kaina : masyvas; 
    v, u, min : integer; 
 
begin 
    { &rašomos pradin%s masyv" reikšm%s } 
    for u := 1 to G.n do begin 
        kaina[u] := BEGALINIS; 
        pirmin![u] := -1; 
        prijungta[u] := false; 
    end; 
    v := 1; 
    kaina[v] := 0; { prad%sime nuo pirmos virš!n%s } 
    while v <> 0 do begin 
        { jei v <> 0, tai rasta virš!n%, kuri$ galima prijungti } 
        prijungta[v] := true; 
        for u := 1 to G.n do { nagrin%jamos kaimyn%s } 
            if (not prijungta[u]) and  
               (G.svoris[v, u] < BEGALINIS) and 
               (kaina[u] > G.svoris[v, u]) 
            then begin { virš!n' u ver#iau jungti prie v } 
                kaina[u] := G.svoris[v, u]; 
                pirmin![u] := v; 
            end; 
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        { randama tolesn! kandidat! - 
        dar neprijungta virš"n! su mažiausia prijungimo kaina } 
        v := 0; 
        min := BEGALINIS; 
        for u := 1 to G.n do 
           if (not prijungta[u]) and (kaina[u] < min) 
           then begin 
               v := u; 
               min := kaina[u]; 
           end; 
         { jei jokia virš"n! nerasta, tai v = 0 ir ciklas nutraukiamas } 
    end; 
end; 

!vykdžius algoritm", minimaliam jungiamajam medžiui priklauso 
briaunos (v, pirmin![v]), kur v – bet kuri grafo virš#n$, išskyrus 
pradin%. Primo algoritmo sud$tingumas – O(n2). 

Aprašysime ir nepelnytai pamiršt", ta&iau ne mažiau elegantišk" nei 
Primo ar Kruskalo algoritmai, Boruvkos algoritm!. 

Algoritmas operuoja medži' s"rašu. Pradžioje š( s"raš" sudaro N 
medži', kuri' kiekvien" sudaro viena (kiekvienam kita) grafo 
virš#n$. Tuomet paeiliui nagrin$jami visi medžiai. Kiekvienam j' 
randama pigiausia ( med( ateinanti, ta&iau medžiui nepriklausanti 
briauna, ir (traukiama ( j(. Jei keliems medžiams buvo parinkta ta 
pati pigiausia briauna, tai tie medžiai sujungiami. Veiksmai 
kartojami tol, kol lieka tik vienas medis. Tai ir bus minimalus 
jungiamasis medis. 



Medžiai, minimalaus jungiamojo medžio radimas 

 155 

11.5 Uždavinys Tinklas39 

Firma ALFA gavo užsakym!: sujungti k kompiuteri" ir m 
komutatori"40 # vien! laidin# tinkl!. Reikalavimai tinklo 
architekt$rai tokie: 

• Kiekvienas kompiuteris tiesiogiai vienu laidu sujun-
giamas su bet kuriuo vienu (ir tik vienu) komu-
tatoriumi;  

• Prie kiekvieno komutatoriaus tiesiogiai laidais gali-
ma prijungti bet kok# skai%i" kit" #rengini" (kom-
piuteri" arba komutatori"); du #renginiai tiesiogiai 
sujungiami vienu laidu;  

• Visi m komutatori" ir k kompiuteri" turi sudaryti 
jung" tinkl!, t. y. bet kuris #renginys turi b$ti tie-
siogiai arba netiesiogiai (per kitus #renginius) su-
jungtas su visais kitais;  

Užduotis. Duotos kompiuteri" ir komutatori" sujungimo 
kainos. Reikia rasti toki! tinklo jungim" schem!, kurios 
kaina b$t" mažiausia.  

                                                 
39 Panašus uždavinys buvo pateiktas Lietuvos informatikos olimpiadoje III etape 
2005 metais.  

40 Komutatorius – !taisas, skirtas sujungti ! bendr" tinkl" du ar daugiau kit# 
!rengini# ar tinkl#.  
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77pav. Galima dviej! kompiuteri! ir trij! komutatori! 
 jungimo " tinkl# schema 

 

Kiekvienas kompiuteris turi b!ti prijungtas tik prie vieno "renginio, 
b!tent, komutatoriaus. Kadangi kompiuter" galime prijungti prie bet 
kurio iš j#, tai išsirinksime t$ komutatori#, prie kurio prijungti 
kompiuter" yra pigiausia. 

Ta%iau visi "renginiai turi sudaryti jung# tinkl$, tod&l komutatoriai 
tur&s b!ti sujungti tarpusavyje. Žinomos kiekvieno galimo jungimo 
kainos, tod&l šiam jungimui rasti galime pritaikyti bet kur" 
minimalaus jungiamojo medžio paieškos algoritm$. 

Pateiktame programos tekste visi "renginiai sunumeruoti nuosekliai:  
komutatoriai nuo 1 iki m, o kompiuteriai – nuo (m + 1) iki k + m. 
Proced!rai perduodamas užpildytas "rengini# jungimo kain# 
masyvas, taip pat "rengini# skai%ius (k ir m). Grafas vaizduojamas 
briaun# svori# matrica (žr. 10.1 skyrel").  
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const BEGALINIS = MAXINT; 
      MAXM = ...; { maksimalus komutatori! skai"ius } 
      MAXK = ...; { maksimalus kompiuteri! skai"ius } 
 
type masyvas = array [1..MAXM] of integer; 
     jungimas = record 
         !renginysA, !renginysB : integer; 
     end; 
     jungim"_mas = 
         array [1..MAXM + MAXK] of jungimas; 
     kain"_mas = array [1..MAXM + MAXK, 
                        1..MAXM + MAXK] of integer; 
 
procedure rask_jungimus(var kaina : kain"_mas;  
                        m, k : integer;  
                        var jung_sk,  
                            jung_kaina : integer; 
                        var jungimai : jungim"_mas); 
{ k – kompiuteri!, m – komutatori! skai"ius, „kaina“ – #rengini! jungimo 
kain! masyvas; atsakymas pateikiamas masyve „jungimai“ } 
 
    procedure junk(a, b : integer); 
    { #renginys a sujungiamas su #renginiu b }  
    begin 
        jung_sk := jung_sk + 1; 
        jungimai[jung_sk].!renginysA := a; 
        jungimai[jung_sk].!renginysB := b; 
        jung_kaina := jung_kaina + kaina[a, b]; 
    end; 
 
var i, j, t : integer; 
    g : grafas; 
    pirmin# : masyvas; 
 
begin 
    jung_sk := 0; jung_kaina := 0; 
    { prijungiame kiekvien$ kompiuter# prie „artimiausio“ 
    komutatoriaus (kompiuteriai sunumeruoti nuo (m + 1)  
    iki (m + k), komutatoriai - nuo 1 iki m) } 
    for i := m + 1 to m + k do begin 
        t := 1; 
        for j := 1 to m do 
            if kaina[i, t] > kaina[i, j] then t := j; 
        junk(i, t); 
    end; 
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    { komutatori! jungimui sudarome graf" ir randame 
      minimal! jungiam"j# med# } 
    g.n := m; 
    for i := 1 to m do 
        for j := 1 to m do 
            if i <> j then 
                g.svoris[i, j] := kaina[i, j] 
            else { jei i = j, tai briaunos (kilpos) n$ra } 
                g.svoris[i, j] := BEGALINIS; 
    { pagal Primo algoritm" randamas MJM } 
    Primo(g, pirmin!); 
 
    { medžio briaunos yra (i, pirmin$[i]), visoms i, išskyrus 1 } 
    for i := 2 to g.n do 
        junk(i, pirmin![i]); 
end; 
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12 DINAMINIS PROGRAMAVIMAS 

Computer science is no more about computers  
than astronomy is about telescopes. 

Kompiuteri! moksl" vadinti mokslu apie kompiuterius b#t! tas pats, 
kas vadinti astronomij" mokslu apie teleskopus. 

Edsgeras V. Dijkstra (Edsger W. Dijkstra) 
 

Apie dinamin! programavim" b#t$ galima pasakyti panašiai kaip ir 
apie kompiuteri$ moksl": dinaminis programavimas neturi jokio 
tiesioginio ryšio su programavimu. Matematikai š! žod! vartoja 
nusakyti taisykl%ms ir principams, kuri$ 
laikantis sprendžiamas uždavinys.  

Dinaminis programavimas yra efektyvus 
sprendini$ radimo b#das, kur! galima pri-
taikyti kai kuriems, ypa& optimizavimo, 
uždaviniams spr'sti.  

Š! metod" pasi#l's ir 1952 metais apraš's 
amerikie&i$ mokslininkas Ri&ardas Bel-
manas savo autobiografijoje pasakoja, iš 
kur kilo pavadinimas Dinaminis progra-
mavimas: 

1950-ieji metai buvo ne itin palank#s matematiniams tyrin$jimams. 
Tuo metu Vašingtone dirbo labai %domus ponas, pavarde Vilsonas. Jis 
buvo gynybos sekretorius ir patologiškai bijojo to, kas vadinama moksli-
niais tyrin$jimais. <...> Jo veidas parausdavo ir jis %t#ždavo, jei kas 
nors jam girdint pavartodavo ši" s"vok". Galite tik %sivaizduoti, kaip j% 
veik$ žodis „matematika“. Tuomet aš dirbau RAND korporacijoje, 
kuri" samd$ Oro paj$gos, o pastarosios buvo pavaldžios ir Vilsonui. 
Taigi kažkokiu b#du reik$jo nusl$pti, kad užsiimu matematiniais tyrin$-
jimais. Kok% pavadinim" gal$jau pasirinkti? Mane domino planavimas 
ir sprendim! pri$mimas, ta&iau „planavimas“ nebuvo tinkamas žodis, 

 

78 pav. Ri&ardas Belmanas 
(Richard Bellman), 

 1920–1984 
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tad pasirinkau „programavim!“. Žodis „dinaminis“ atspind"jo daugia-
pakopiškum!, buvo b#dvardis ir tur"jo labai tiksli! reikšm$ fizikine 
prasme. <...> Kita vertus, šis žodis jokiame kontekste ne%gaudavo men-
kinan&ios reikšm"s. Tad pasirinkau pavadinim!, kuriam net Kongreso 
narys negal"jo prieštarauti ir tai buvo priedanga mano tolesniems 
darbams. 

Uždavini!, sprendžiam! dinaminiu programavimu, dažnai pasitaiko 
olimpiadose. Šiame skyriuje apžvelgsime dinaminio programavimo 
principus. Iš pirmo žvilgsnio gali pasirodyti nelengva suprasti 
dinamin" programavim#, kadangi tai n$ra algoritmas, o veikiau 
uždavinio sprendimo schema. Tod$l daug d$mesio skirsime 
iliustravimui, kaip taikyti š" metod# sprendžiant konkre%ius 
uždavinius.  

12.1 Optimizavimo uždaviniai 

Optimizavimo uždaviniu vadiname uždavin", kai yra daug 
galim! sprendini!, kuri! kiekvien# galima kaip nors "vertinti, o 
ieškoma sprendinio, turin%io tam tikr# (optimali#) vert&. Štai 
klasikinio optimizavimo uždavinio, vadinamo Kuprin"s uždaviniu, 
pavyzdys: 

Vagis, nakt% %silauž$s % muziej', rado n verting' eksponat'. Žinoma 
kiekvieno eksponato vert" vk bei svoris sk (sveikasis skai&ius). Vagis gali 
panešti kuprin$, sverian&i! ne daugiau kaip S kilogram'. Kuriuos 
eksponatus jis tur"t' susikrauti % kuprin$, kad bendra j' vert" b#t' kuo 
didesn", o kuprin" – panešama? 

Tai optimizavimo uždavinys, nes yra daug b'd! sudaryti eksponat! 
rinkin", kur" gal$t! panešti vagis, ir kiekvienas j! turi tam tikr# 
vert&, o ieškoma rinkinio, kurio vert$ maksimali. 
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Svarbu skirti s!vokas sprendinys ir sprendinio vert!. M"s# 
pavyzdyje sprendinio vert$ yra pasirinkt# eksponat# ver%i# suma, o 
sprendinys yra pats eksponat# rinkinys. Optimizavimo uždaviniuose 
dažniausiai nesunku rasti bet kur& sprendin& (pavyzdžiui, bet kur& 
eksponat# rinkin&, kur& gal$t# panešti vagis). Kur kas sunkiau rasti 
optimal# sprendin& (tok& panešam! eksponat# rinkin&, kurio vert$ 
maksimali). 

Optimizavimo uždavini# sprendimui galima taikyti god"j# 
algoritm$, kiekviename algoritmo žingsnyje pasirenkant geriausi! 
variant! toje situacijoje (pavyzdžiui, rinktis eksponatus, kuri# vert$s ir 
svorio santykis kuo didesnis). Godieji algoritmai dažniausiai yra 
efektyv"s. Ta%iau kiekviename žingsnyje renkantis lokal#j& optimu-
m!, neb"tinai gaunamas globalusis optimumas. Reikia &sitikinti, kad 
godusis algoritmas tikrai ras geriausi! sprendin&. 

11.3 skyriuje nagrin$ta Minimalaus jungiamojo medžio paieška taip 
pat yra optimizavimo uždavinys, o j& sprendžiantys Primo bei 
Kruskalo algoritmai – godieji algoritmai.  

Galima pamanyti, kad ir Kuprin!s uždaviniui spr'sti tikt# godusis 
algoritmas: išrikiuoti eksponatus j# vert$s ir svorio santykio  
(t. y. svorio vieneto vert$s) maž$jimo tvarka, ir paeiliui, kol 
neviršijamas svoris s, rinkti kuo vertingesnius eksponatus iš šio 
s!rašo. Deja, toks sprendimas ne visuomet randa optimal# sprendin&. 
Pateiksime kontrpavyzd&. Tegu s = 50, o eksponat# svoriai bei 
vert$s pateikti lentel$je: 

Nr. Svoris Vert! Svorio vieneto 
vert! 

1 10 60 6 
2 20 100 5 
3 30 120 4 
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Taikant god!j" algoritm#, b$t! pasirenkami pirmasis ir antrasis 
eksponatai, kuri! bendra vert% yra 160. Tre&io eksponato 
nebepavykt! paimti, nes visi trys jie netilpt! " kuprin'. Tuo tarpu 
pasirinkus antr#j" ir tre&i#j" eksponatus, gaunama vert% 220. 

Optimizavimo uždavinius galima spr'sti perrinkimu: perrinkti 
visus "manomus sprendinius ir iš j! išrinkti optimal!. Nors šiuo 
b$du galima rasti optimal! sprendin", deja, perrinkimas praktiškai 
netaikomas, nes yra labai neefektyvus, t. y. nepolinominio 
sud%tingumo. 

Dinaminis programavimas turi abiej! metod! ger#sias savybes: 
viena vertus, kiekviename žingsnyje pasirenkamas geriausias 
variantas (gaunamas efektyvus algoritmas), kita vertus – perži$rimi 
visi galimi pasirinkimai, galintys vesti prie optimalaus sprendinio 
(randamas optimalus sprendinys). 

Dinaminiu programavimu galima spr'sti tuos optimizavimo 
uždavinius, kuriuose optimal! sprendin" pavyksta rekursyviai 
išreikšti per analogišk!, bet mažesni! optimizavimo uždavini! 
sprendinius. 

12.2 Dinaminio programavimo principai 

Uždavinio sprendimas dinaminiu programavimu susideda iš keturi! 
žingsni!: 

1. Nustatoma optimalaus sprendinio strukt$ra. 

2. Rekursyviai apibr%žiama sprendinio vert%. 

3. Apskai&iuojama optimalaus sprendinio vert% (skai&iuojant j# 
"simenamos smulkesni! uždavini! sprendini! vert%s, kurios 
panaudojamos ieškomai optimalaus sprendinio vertei rasti). 

4. Sukonstruojamas pats optimalus sprendinys. 



Dinaminis programavimas 

 163 

Jeigu reikia rasti ne pat! optimal" sprendin!, o tik jo vert#, tuomet 
paskutinis žingsnis praleidžiamas. 

Panagrin$sime labai paprast% uždavin!, sprendžiam% dinaminiu 
programavimu ir kartu pad$siant! suvokti, kod$l dinaminiu 
programavimu pagr!sti algoritmai yra efektyv&s. Prisiminkime 
Fibona'!, triušius ir jo skai'ius, apie kuriuos buvo rašyta 4.1 
skyrelyje. Fibona'io skai'iai apibr$žiami tokiu b&du: F0 = 0, F1 = 1, 
Fn = Fn-1 + Fn-2, reikia rasti n-%j! Fibona'io skai'i" Fn. 

Tai n$ra optimizavimo uždavinys. Sprendinio vert$ jau apibr$žta 
rekursyviai, tereikia j% suskai'iuoti. 4.1 skyrelyje buvo pateikta 
rekursin$ funkcija, skai'iuojanti Fibona'io skai'ius: 

function F(n : longint) : longint; 
begin 
    if n = 0 then 
        F := 0 
    else if n <= 2 then 
        F := 1 
    else 
        F(n - 1) + F(n - 2); 
end;  

4.1 skyrelyje raš$me, kad rekursyvus Fibona'io skai'i" skai'iavimas 
yra eksponentinio sud$tingumo (labai l$tas). Pažvelkime ! žemiau 
pateikt% kreipinio (! rekursin# funkcij%) F(6) skai'iavim" med!.  

 
79 pav. Kreipinio F(6) ! rekursin" funkcij# skai$iavim% medis 
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Nesunku pasteb!ti, kad skai"iuojant F6 darbo atliekama kur kas 
daugiau negu reikia. Tos pa"ios mažesni# Fibona"io skai"i# 
reikšm!s perskai"iuojamos daug kart#. Pavyzdžiui, skai"iuojant F6, 
net 5 kartus tenka skai"iuoti F2. Nesunku $sivaizduoti, kaip atrodyt# 
F7 paieškos medis: reik!t# atlikti beveik dvigubai daugiau darbo. 

Taigi, b%t# nat%ralu kart& suskai"iuot& reikšm' $siminti masyve, ir 
jos daugiau neperskai"iuoti: 

 

const MAX = ...; 
var Fmas : array [0..MAX] of longint; 
 
function F(n : longint) : longint; 
begin 
    { dar neapskai!iuotos reikšm"s žymimos -1 } 
    if Fmas[n] <> -1 then 
        F := Fmas[n] 
    else if n = 0 then 
        F := 0 
    else if n = 1 then 
        F := 1 
    else begin 
        Fmas[n] := F(n - 1) + F(n - 2); 
        F := Fmas[n]; 
    end; 
end; 

 

Toliau pateiktas šios funkcijos rekursijos medis. Kvadrat!liais 
$r!mintos reikšm!s iš naujo nebeskai"iuojamos, o paimamos iš 
lentel!s.  
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80 pav. Funkcijos F, !simenan"ios tarpinius sprendinius, skai"iavim# medis, 

kai ! j$ kreiptasi F(6) 

 
Kiekviena reikšm! bus skai"iuojama tik vien# kart#, tod!l Fn 
suskai"iuojamas per O(n) laiko. Ta"iau dar papras"iau yra apsieiti be 
rekursijos ir suskai"iuoti Fn generuojant Fibona"io skai"i$ sek# iš 
eil!s, kiekvien# nar% gaunant iš dviej$ paskutini$: 

var Fmas : array [0..MAX] of longint; 
 
function F(n : longint) : longint; 
var k : integer; 
begin 
    Fmas[0] := 0; 
    Fmas[1] := 1; 
    for k := 2 to n do 
        Fmas[k] := Fmas[k - 1] + Fmas[k - 2]; 
    F := Fmas[n]; 
end; 

Šioje funkcijoje Fn reikšm! skai"iuojama iš apa!ios " virš#, t. y. 
pradedant nuo pa"i$ mažiausi$ reikšmi$ ir vis gaunant didesnes. 
Prieš tai aprašytos funkcijos reikšmes skai"iavo iš viršaus " apa!i$. 

Tai, k# atlikome, buvo tre"iasis dinaminio programavimo metodo 
žingsnis: rekursyvus apibr!žimas pad!jo sukonstruoti efektyv# 
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algoritm!. Efektyvum! (laiko atžvilgiu) pasiek"me atmet# 
pakartotin$ t% pa&i% uždavini% sprendim!, $simindami j% vertes (taigi 
atminties efektyvumo s!skaita41).Tai b'dinga visiems dinaminiu 
programavimu pagr$stiems algoritmams. 

Jau buvo min"ta, kad dinaminio programavimo išmokstama ne 
skaitant teorij!, o analizuojant sprendimus, tad tolesniuose 
skyreliuose ir analizuosime uždavinius, sprendžiamus dinaminio 
programavimo metodu.  

Prad"sime nuo uždavinio, su kurio s!lyga jau esame susipažin#. 

12.3 Kuprin!s uždavinys 

Vagis, nakt! !silauž"s ! muziej#, rado n verting# eksponat#. 
Žinoma kiekvieno eksponato vert$ vk bei svoris sk, išreikšti 
sveikaisiais skai%iais. Vagis gali panešti kuprin", sverian%i& 
ne daugiau kaip S kilogram#. 

Užduotis. Reikia nustatyti, kuriuos eksponatus jis tur$t# 
susikrauti ! kuprin", kad bendra j# vert$ b't# kuo didesn$, o 
kuprin$ – panešama. 

Tai klasikinis optimizavimo uždavinys, sprendžiamas optimizuojant 
(pavyzdžiui, minimizuojant arba maksimizuojant) pasirinkto svorio 
S kuprin"s vert#.  

                                                 
41 Jei reikalinga tik optimalaus sprendinio vert", tai galima sudaryti efektyvesn$ 
atminties atžvilgiu algoritm!. Pavyzdžiui, skai&iuojant Fibona&io skai&ius iš apa&ios 
$ virš%, nereikia saugoti atmintyje viso masyvo – pakanka $siminti du paskutinius 
suskai&iuotus narius. 
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Uždavin! b"t# galima spr$sti perrinkimu – išbandyti visus 
!manomus rinkinius – ta%iau tai, be abejo, labai neefektyvu. 
Pasteb&kime, kad nors galim# rinkini# labai daug (2n), ta%iau galim# 
rinkini# svori# pakankamai nedaug – nuo 0 iki s1 + s2 + ... + sn. Pa-
sinaudosime šia savybe ir sudarysime efektyv#, dinaminiu 
programavimu pagr!st' algoritm'. 

Dinaminio programavimo taikymas prasideda nuo optimalaus 
sprendinio strukt"ros nustatymo. Sunumeruokime eksponatus nuo 1 
iki n ir pagalvokime, koki' didžiausi' vert$ galima pasiekti 
neviršijant svorio S. n-asis eksponatas gali priklausyti arba 
nepriklausyti optimaliam sprendiniui: 

• jei n-asis eksponatas nepriklauso optimaliam sprendiniui, tai 
optimalus sprendinys lygus kito, mažesnio uždavinio – opti-
malaus rinkinio iš pirm#j# (n – 1) eksponat#, neviršijan%io 
svorio S – sprendiniui; 

• jei n-asis eksponatas priklauso optimaliam sprendiniui, tai 
optimal# sprendin! sudaro n-asis eksponatas ir kito, mažes-
nio, uždavinio – optimalaus rinkinio iš pirm#j# (n – 1) eks-
ponat#, neviršijan%io svorio (S – sn) – sprendinys. 

Tai ir yra optimalaus kuprin&s uždavinio sprendinio strukt"ra. 
Optimal# sprendin! gausime išnagrin&j$ abu variantus ir išsirink$ 
didesn&s vert&s sprendin!. 

Pažym&kime D(k, r) didžiausi' rinkinio, kurio svoris neviršija r ir 
kuris sudarytas iš pirm#j# k eksponat#, vert$. Tuomet, remdamiesi 
ankstesniais samprotavimais, D(k, r) galime išreikšti rekursyviai: 
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Ši formul! jau leidžia apskai"iuoti optimalaus sprendinio vert# 
D(n, S), ta"iau efektyviai galime skai"iuoti tik $simindami dalini% 
sprendini% vertes (kaip ir Fibona"io skai"i% atveju).  

Panagrin!kime konkret% pavyzd$. Sakykime, vagis gali panešti 12 
kilogram%. Eksponat% svoriai bei vert!s pateikti lentel!je: 

Eksponatas Vert! Svoris 
1 1 1 
2 5 2 
3 8 3 
4 11 4 
5 20 7 

 

Paruošiame funkcijos D reikšmi% lentel#, užpildydami iš anksto 
žinomas kraštines reikšmes: maksimali vert! visada lygi nuliui, kai 
n!ra n! vieno eksponato (D(0, S) = 0), arba kai vagis negali panešti 
jokio svorio (D(n, 0) = 0).  

Skai"iuojant D(n, S) reikšm# pagal rekurentin$ s&ryš$, naudojamos 
funkcijos reikšm!s su mažesniais parametrais (t. y. analogišk% 
uždavini% su mažesniais parametrais optimal's sprendiniai). Tod!l 
jei lentel# pildysime po eilut#, prad!dami nuo k = 0, o eilut!je – iš 
kair!s $ dešin#, prad!dami nuo r = 0, tai skai"iuodami konkre"i& 
reikšm# (D(k, r)) tikrai b'sime jau anks"iau apskai"iav# kitas 
reikalingas reikšmes (D(k – 1, r) ir D(k – 1, r – sn)). 
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Pavyzdžiui, apskai!iuokime langelio D(3, 5) reikšm", t. y. raskime, 
kokia gali b#ti didžiausia kuprin$je esan!i% eksponat% vert$, jei 
galime rinktis iš trij% pirm%j% eksponat%, o kuprin$s svoris negali 
viršyti 5 kg. 

 

  Svoris (r) 
  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
2 0 1 5 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 
3 0 1 5 8 9 13        
4 0             
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5 0             
 

Galimi du variantai: arba &traukti & rinkin& tre!i'j& eksponat', arba 
ne. Pirmuoju atveju gausime vert" v3 + D(2, 5 – s3) = 
8 + D(2, 2) = 8 + 5 = 13, o antruoju – D(2, 5) = 6  (skai!iavi-
mams reikalingos reikšm$s lentel$je pažym$tos pilku fonu). 
Renkam$s didesni'j' iš ši% ver!i% – 13, tre!i'j& eksponat' 
&traukdami & optimal% rinkin&. 

Taigi reikšmi% lentel$s užpildym' realizuoti nesud$tinga.  Progra-
moje einam'j' eilut" (eksponat% kiek&) žym$sime raide k, einam'j& 
stulpel& (nagrin$jam' svor&) – r, o eksponat% svorius ir vertes sau-
gosime masyvuose svoris ir vert!. Skai!iuodami konkretaus langelio 
[k, r] reikšm", iš pradži% patikriname, ar k-ojo eksponato svoris 
neviršija nagrin$jamo svorio, t. y. ar svoris[k] ! r. Jei viršija – tai 
D[k, r] = D[k – 1, r], t. y. k-ojo eksponato & rinkin& &traukti 
negalime. Priešingu atveju, D[k, r] priskiriame didesn" iš reikšmi% 
D[k – 1, r] ir (vert![k] + D[k – 1, r – svoris[k]]). 
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const MAXN = ...; { maksimalus eksponat! skai"ius } 
      MAXS = ...; { maksimalus panešamas svoris } 
type lentel! = array [0..MAXN, 0..MAXS] of integer; 
     masyvas = array [1..MAXN] of integer; 
 
procedure skai"iuok(n, S : integer;  
                    var svoris, vert! : masyvas; 
                    var D : lentel!); 
var k, r : integer; 
begin 
    { užpildomos kraštin#s lentel#s reikšm#s } 
    for r := 0 to S do 
        D[0, r] := 0; 
    for k := 0 to n do 
        D[k, 0] := 0; 
    { užpildoma visa likusi lentel#s dalis } 
    for r := 1 to S do 
        for k := 1 to n do 
            if svoris[k] <= r then 
                { jei k-asis eksponatas tilpt! } 
                D[k, r] := max42( 
                    D[k - 1, r], 
                    vert![k] + 
                        D[k - 1, r - svoris[k]]) 
            else 
                { jei k-asis eksponatas netilpt!, 
                  jo $traukti negalima } 
                D[k, r] := D[k - 1, r]; 
end; 

Štai kaip atrodo iki galo užpildyta nagrin!to pavyzdžio lentel! 
Pusjuodžiu šriftu pažym!tos reikšm!s, gaunamos "traukiant 
atitinkam# eksponat# " rinkin".  

                                                 
42 Funkcija max randa didesn"j" iš dviej$ skai%i$, jos teksto nepateikiame.  
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  Svoris (r) 
  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
2 0 1 5 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 
3 0 1 5 8 9 13 14 14 14 14 14 14 14 
4 0 1 5 8 11 13 16 19 20 24 25 25 25 

E
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k.
 (k

) 

5 0 1 5 8 11 13 16 20 21 25 28 31 33 
 

Taigi "vykd#me jau tris iš keturi! dinaminio programavimo metodo 
žingsni!: nustat$ optimali% sprendinio strukt&r%, išreišk#me jo 
reikšm$ rekursyviai ir sudar#me efektyv! algoritm%, kuris, 
"simindamas tarpinius sprendinius, apskai'iuoja ši% reikšm$. Duoto 
pavyzdžio atveju maksimali vert# lygi 33. Ta'iau vag", be abejo, 
domina ne tik vert#, bet ir pats eksponat! rinkinys, kuris sudaryt! 
toki% vert$. Rinkin" nesud#tinga sukonstruoti iš jau suskai'iuotos 
lentel#s. Prad#kime nuo langelio [n, S]: jei D[n, S] = D[n – 1, S], 
tai n-ojo eksponato " rinkin" "traukti nereikia (D[n, S] buvo gautas iš 
D[n – 1, S], taigi ne"traukiant n-ojo eksponato), o jei 
D[n, S] > D[n – 1, S] – "traukti reikia. Toliau atitinkamai 
nagrin#jame langelius [n –1, S] arba [n – 1, S – svoris[n]], ir taip 
toliau, kol pasiekiame lentel#s krašt%. 

type logmas = array [1..MAXN] of boolean; 
 
procedure sudaryk_rinkin!(n, S : integer; 
                          var svoris : masyvas; 
                          var D : lentel"; 
                          var imti : logmas); 
{ pagal masyv! „D“ ir „svoris“ reikšmes nustatoma, 
  kuriuos eksponatus verta imti } 
var k, r : integer; 
begin 
    for k := 1 to n do 
        imti[k] := false; 
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    k := n; 
    r := S; 
    while (k > 0) and (r > 0) do begin 
        if D[k, r] > D[k - 1, r] then begin 
            { vadinasi, vert! D[k, r] gauta "traukus k-#j" eksponat# } 
            imti[k] := true; 
            r := r - svoris[k]; 
        end; 
        k := k - 1; 
    end; 
end; 

Ši! proced"r! reikia kviesti #vykdžius proced"r! skai!iuok. 
Nesud$tinga #vertinti algoritmo sud$tingum!: pildant n ! S dydžio 
lentel%, kiekvienam langeliui sugaištama O(1) laiko, taigi algoritmo 
sud$tingumas ir atminties ir laiko atžvilgiu yra O(n·S). Beje, jei pats 
rinkinys nedomina, tai sud$tingum! atminties atžvilgiu galima 
sumažinti iki O(S), kadangi skai&iuojant konkre&i! reikšm% pakanka 
prisiminti tik einam!j! ir prieš tai buvusi! lentel$s eilutes. Ta&iau 
neapsigaukite: iš ties' algoritmo sud$tingumas yra polinominis tik 
jei iš anksto žinoma, jog dydis S pakankamai nedidelis. Bendru 
atveju (jei S neapribotas), Kuprin!s uždavinys yra NP sunkus 
uždavinys. 

12.4 Uždavinys Ilgiausias did!jantis posekis 

Duota n skai$i% seka a1, a2, ..., an. 

Užduotis. Reikia rasti ilgiausi# did!jant" šios sekos posek". 

Pavyzdžiui, jei duota seka (9, 5, 2, 8, 7, 3, 1, 6, 7, 4, 6, 3), 
tai ilgiausias did!jantis posekis turi keturis narius. Galimi 
sprendiniai (2, 3, 6, 7) arba (2, 3, 4, 6).  
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Prad!sime nuo optimalaus sprendinio strukt"ros nustatymo. Tai 
pavyks padaryti prad!jus analizuoti sek# nuo pabaigos – tokia 
strategija dažnai pasiteisina (prisiminkime, jog Kuprin!s uždavinyje 
ieškodami optimalaus sprendinio strukt"ros, eksponatus taip pat 
prad!jome analizuoti nuo paskutinio). 

Tarkime, kad paskutinis sekos narys (skai$ius an) užbaigia ilgiausi# 
did!jant% posek%. Koks gi sekos narys posekyje eina prieš an? Tegu 
tai ak (k < n). Be abejo, tam, kad posekis b"t& did!jantis, ak turi b"ti 
mažesnis už an. Be to, ak turi b"ti toks sekos narys, kad savo ruožtu 
sekoje a1, a2, ..., ak užbaigt& kuo ilgesn% did!jant% posek%. 

Pasitelk' tokius samprotavimus, uždavinio sprendin% išreišk!me 
mažesni& uždavini& sprendiniais: jei visiems k = 1, 2, ..., n – 1, 
kuriems ak < an, žinotume, koks ilgiausio sekos a1, a2, ..., ak posekio, 
užsibaigian$io nariu ak, ilgis, tai iš ši& poseki& išrink' ilgiausi# ir 
prijung' an, tikrai gautume ilgiausi# did!jant% posek%, užsibaigiant% 
nariu an (kadangi b"tume išband' visus variantus). 

Jei kiekvienam sekos nariui suskai$iuotume, kok% ilgiausi# did!jant% 
posek% šis užbaigia, tai iš j& išrink' ilgiausi# ir gautume ilgiausi# 
did!jant% visos sekos posek%. 

Pažym!j' ilgiausio posekio, užsibaigian$io nariu an, ilg% L(n), 
ankstesnius samprotavimus galime užrašyti tokia lygybe: 

)(max1)(
1

kLnL

nk aa
nk

<
<!

+=  

Rekursinis optimalios sprendinio vert!s apibr!žimas yra antrasis 
dinaminio programavimo metodo žingsnis. Pagal ši# formul' 
sudarysime efektyv& algoritm#. 
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Toliau pateikiama proced!ra rasti optimaliam sprendiniui iš apa!ios " 
virš#. Iš pradži" randama, kok# ilgiausi$ posek# užbaigia sekos narys 
a1, tuomet a2, ir taip toliau iki an. Iš ši" išrenkamas ilgiausias visos 
sekos posekis. Atskirame masyve p saugoma informacija, kuri v%liau 
pad%s sukonstruoti optimal" sprendin#: p[k] rodo ilgiausio sekos 
a1, a2, ..., ak posekio, užsibaigian&io nariu ak, priešpaskutinio nario 
numer#. 

const MAX = ...; { maksimalus sekos ilgis } 
type masyvas = array [1..MAX] of integer; 
 

procedure ilg_posekis(a : masyvas; n : integer; 
                      var posekis : masyvas; 
                      var ilgis : integer); 
var L, p : masyvas; 
    k, kmax, m, nr : integer; 
begin 
    { optimalaus sprendinio vert$ skai!iuojama iš apa!ios " virš# } 
    kmax := 1; { ilgiausio posekio paskutiniojo elemento indeksas } 
    for m := 1 to n do begin 
        L[m] := 0; 
        for k := 1 to m - 1 do 
            if (a[k] < a[m]) and (L[k] > L[m]) 
            then begin 
                L[m] := L[k]; 
                {pažymimas priešpaskutinis šio posekio elementas} 
                p[m] := k; 
            end; 
        { priskai!iuojamas ir m-asis elementas } 
        L[m] := L[m] + 1; 
        if L[kmax] < L[m] then 
            { tai ilgiausias kol kas rastas posekis } 
            kmax := m; 
    end; 
 

    { sukonstruojamas optimalus sprendinys } 
    ilgis := L[kmax]; 
    for k := ilgis downto 1 do begin 
        posekis[k] := a[kmax]; 
        kmax := p[kmax]; 
    end; 
end; 
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Šio sprendimo sud!tingumas laiko atžvilgiu yra O(n2), o atminties 
atžvilgiu – O(n). 

Parodysime, kaip randamas ilgiausias s"lygoje pateiktos sekos 
(9, 5, 2, 8, 7, 3, 1, 6, 7, 4, 6, 3) posekis.  

 

Kaip min!ta pavyzdyje, yra du ilgiausi did!jantys posekiai, kuri# 
ilgis 4 – eilut!je L(k) skai$ius 4 %rašytas dviejuose langeliuose. 
Pasinaudojus masyvo p reikšm!mis nesunku sukonstruoti pat% pose-
k%. Pavyzdžiui, konstruosime posek%, užsibaigant% a9.  Paskutinis po-
sekio narys yra a9 = 7, priešpaskutinio posekio nario numeris lygus 
p9 = 8, tad šis narys lygus a8 = 6. Prieš j% eina šeštas (p8 = 6) sekos 
narys a6 = 3, o prieš š% tre$ias – a3 = 2. Taigi ilgiausias did!jantis 
nagrin!tos sekos posekis yra (2, 3, 6, 7).  

12.5 Uždavinys Teisingos dalybos43 

Dvi draug!s – Rusn! ir Emilija – nori pasidalyti n dovan" 
rinkin#. Kiekviena dovana turi b$ti atiduota arba Rusnei, 
arba Emilijai, ir n! viena dovana negali b$ti padalyta # dvi 
dalis. Kiekviena dovana turi vert%, išreikšt& sveikuoju 
skai'iumi nuo 0 iki m. Pažym!kime R ir E dovan", kurias 
atitinkamai gaus Rusn! ir Emilija, ver'i" sumas.  

                                                 
43 Panašus uždavinys buvo pateiktas Vidurio Europos informatikos olimpiadoje, 
kuri vyko Vengrijoje 1995 m. 

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
ak 9 5 2 8 7 3 1 6 7 4 6 3 
L(k) 1 1 1 2 2 2 1 3 4 3 4 2 
pk – – – 2 2 3 – 6 8 6 10 3 
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Užduotis. Reikia rasti, kaip padalyti dovanas Rusnei ir 
Emilijai, kad |R – E| b!t" minimalus. 

Dovan! vertes pažym"kime v1, v2, ..., vn. Bendra ši! dovan! vert" 
lygi V = v1 + v2 + ... + vn. Atkreipkite d"mes#, kad R + E = V. 
Taigi, žinodami vien$ iš ši! skai%i!, galime iš karto apskai%iuoti ir 
antr$. Taip pat žinant, kurios dovanos bus atiduotos Rusnei, viena-
reikšmiškai galima pasakyti, kurios atiteks Emilijai. Taigi galima 
spr&sti „pus&“ uždavinio: ieškoti, kaip parinkti dovanas Rusnei, kad 
j! ver%i! suma b't! kuo artimesn" V/2. 

Š# kart$ dinamin# programavim$ taikysime netiesiogiai: iš pradži! 
dinaminiu programavimu išspr&sime kit$ uždavin#, vadinam$ sumos 
d#stymu, o pasinaudoj& jo sprendimu, nesunkiai padalysime dovanas 
mergait"ms teisingiausiu #manomu b'du.  

Tarkime, duota n sveik!j! skai%i! v1, v2, ..., vn iš intervalo [0, m]. 
Prašoma nustatyti, ar (ir kaip) iš j! galima sudaryti tok# skai%i! 
rinkin#, kad j! suma b't! lygi A. Jei taip, tai sakysime, kad iš skai%i! 
v1, v2, ..., vn galime sud#ti skai%i! A. Šis uždavinys vadinamas sumos 
d!stymu.  

Nesunku pasteb"ti, kad išsprend& sumos d"stymo uždavin#, 
mok"sime išspr&sti ir Teising" dalyb" uždavin#: iš dovan! ver%i! 
paeiliui bandysime sud"ti skai%ius, kuo artimesnius V/2, ir 
sustosime, kai tik pavyks. 

Galim! rinkini! yra labai daug – 2n, j! vis! išbandyti negalima. Kita 
vertus, sum!, kurias gali sudaryti kuris nors duot!j! skai%i! 
rinkinys, yra palyginti nedaug – tai skai%iai nuo 0 iki V, kur  
V = v1 + v2 + ... + vn, taigi j! ne daugiau negu n·m + 1.  
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Pasinaudoj! šia savybe, sudarysime dinaminiu programavimu 
pagr"st# algoritm#. 

Tarkime, kad iš duot$j$ n skai%i$ galima sud&ti skai%i$ A. Skai%ius 
vn gali priklausyti šiam rinkiniui arba nepriklausyti (kit$ variant$ 
n&ra): 

• jei skai%ius vn rinkiniui nepriklauso, tai skai%i$ A turi b'ti 
"manoma sud&ti iš pirm$j$ (n – 1) skai%i$; 

• jei vn rinkiniui priklauso, tai iš pirm$j$ (n – 1) skai%i$ turi 
b'ti "manoma sud&ti likusi# skai%iaus dal" (A – vn).  

Taigi abiem atvejais uždavin" galima išreikšti per analogišk$, ta%iau 
su mažesniais parametrais, uždavini$ sprendimus. Jei teigin" „skai%i$ 
S galima sud&ti iš pirm$j$ k skai%i$“ pažym&sime G(k, S), tai b't$ 
teisingos tokios lygyb&s44: 
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Remiantis šiomis lygyb&mis nesunku sudaryti efektyv$ Sumos 
d!stymo uždavinio algoritm# – apskai%iuoti funkcijos G reikšmes iš 
apa"ios # virš$, pildant n × A dydžio reikšmi$ lentel!, pradedant nuo 
mažiausi$ k (taip, kaip dar&me spr!sdami Kuprin!s uždavin#). 

                                                 
44 Simbolis „&“ reiškia login! operacij# „arba“; Paskalio kalboje tai atitikt$ login! 
operacij# „or“.  
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Pavyzdžiui, jei duotieji skai!iai yra v1 = 3, v2 = 4, v3 = 5, v4 = 7 ir 
klausiama, ar iš j" galima sud#ti skai!i" A = 14, tai reikšmi" lentel#, 
gauta iš rekurentini" lygybi", b$t" tokia (pažym#tos tik teigiamos 
funkcijos reikšm#s): 

  S 
  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

0 t               
1 t   t            
2 t   t t   t        
3 t   t t t  t t t   t   

k 

4 t   t t t  t t t t t t  t 
 

Pildant lentel#s langel% [k, S], perži$rimi langeliai [k – 1, S] ir  
[k – 1, S – vk]: jei bent viename iš j" %rašyta reikšm# true, tai %  
[k,  S] taip pat %rašoma true: 

const MAXN = ...; { maksimalus d!men" skai#ius } 
      MAXM = ...; { maksimali d!mens vert! } 
 
type masyvas = array [1..MAXN] of integer; 
     logmas2 = array [0..MAXN * MAXM, 
                     0..MAXN] of boolean; 
 
procedure d!styk(var v : masyvas; n, A : integer; 
                 var G : logmas2); 
var k, S : integer; 
begin 
    { išvalomos masyvo reikšm!s } 
    for k := 0 to n do 
        for S := 0 to A do 
            G[k, S] := false; 
    { išd!stomos sumos } 
    G[0, 0] := true; { inicializuojama krašti! reikšm! } 
    for k := 1 to n do 
        for S := 0 to A do 
            if G[k - 1, S] then 
                G[k, S] := true 
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            else if (v[k] <= S) then 
                if (G[k - 1, S - v[k]]) then 
                    G[k, S] := true; 
end; 

Algoritmo sud!tingumas atminties ir laiko atžvilgiu yra vienodas – 
O(n·A). 

Dabar galime gr"žti prie Teising! dalyb! uždavinio. Pasinaudoj# 
dinaminiu programavimu pagr"stu sumos d!stymo algoritmu, 
efektyviai apskai$iuosime, koki% ver$i% dovan% rinkinius "manoma 
sudaryti. Iš ši% rinkini% pakanka išrinkti t&, kurio vert! artimiausia 
V/2 (vis% ver$i% sumos pusei). Belieka pasinaudoti apskai$iuotais 
duomenimis (masyvu G) ir pasirinkti, kurias dovanas reikia skirti 
Rusnei, o kurias – Emilijai. Sumos d!stymo uždavinio terminais tai 
reikšt% nustatyti, kuriuos iš n d!men% reikia sud!ti, norint gauti 
skai$i% A. Tad nagrin!jame lentel!s langel" G[n, A]: n-asis d!muo 
nereikalingas, jei A galima sud!ti iš likusi% n – 1 d!men%,  
t. y. G[n – 1, A] = true. Priešingu atveju, n-asis narys b'tinas. 
Toliau analogiškai tikriname n – 1 d!mens reikalingum&, nagrin!-
dami langelius G[n – 1, A] arba G[n – 1, A – vn]. 

type logmas = array [1..MAXN] of boolean; 
 
procedure dalybos(var Rusnei : logmas; 
                  var v : masyvas; n : integer); 
{ rezultatas "rašomas " masyv# „Rusnei“: Rusnei[k] = true, 
   jei k-#j# dovan# reikia skirti jai } 
var G : logmas2; 
    Vsum : longint; 
    i, S : integer; 
begin 
    { suskai$iuojama vis! ver$i! suma } 
    Vsum := 0; 
    for i := 1 to n do 
        Vsum := Vsum + v[i]; 
 
    d!styk(v, n, Vsum div 2, G); 
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    { randama artimiausia V/2 reikšm!, kuri" galima išd!styti } 
    S := Vsum div 2; 
    while not G[n, S] do 
        S := S - 1; 
 
    { nustatoma, kurias iš dovan# skirti Rusnei,  
     kad j# bendra vert! b$t# lygi S } 
    for i := 1 to n do 
        Rusnei[i] := false; 
    i := n; 
    for i := n downto 1 do 
       { tikrinama, ar S vert!s rinkiniui priklauso i-oji dovana } 
       if not G[i - 1, S] then begin 
           Rusnei[i] := true; 
           S := S - v[i]; 
       end; 
end; 

Šio sprendimo sud!tingumas sutampa su sumos d!stymo algoritmo 
sud!tingumu, kur d!stoma suma A neviršija n·m, taigi yra toks: 
O(n2·m). 

12.6 Uždavinys Bibliotekoje45 

K bibliotekos darbuotoj# buvo paskirta užduotis: perži$r!ti 
visas vienos lentynos knygas ieškant tam tikros informacijos. 
Šioje lentynoje iš viso yra n knyg#. Darb" norima paskirstyti 
darbuotojams kuo lygesn!mis dalimis, ta%iau knygos tur!t# 
išlikti savo vietose, tod!l buvo nuspr&sta papras%iausiai iš-
skaidyti vis" lentyn" ' k nesikertan%i# sri%i#, ir pavesti kiek-
vienam darbuotojui ieškoti informacijos tik vienoje srityje. 
Vis d!lto vienos knygos puslapi# skai%iumi gerokai viršija ki-
tas, tod!l lentyn" ' k sri%i# norima išskaidyti optimaliai – 

                                                 
45 Analogiškas uždavinys pateiktas S. Skienos knygoje The Algorithm Design 
Manual [6]. 
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taip, kad didžiausias vienam darbuotojui tenkantis puslapi! 
skai"ius b#t! kuo mažesnis. 

Užduotis. Duoti vis! knyg! puslapi! skai"iai p1, p2, ..., pn. 
Reikia rasti, kaip vis$ darb$ darbuotojams paskirstyti 
optimaliai. 

Prad!kime analizuoti uždavin" nuo keli# paprast# pavyzdži#. Tegu 
vis$ darb$ reikia padalyti trims darbuotojams, o lentynoje yra 
devynios knygos. Be abejo, jei visos knygos tur!t# vienod$ puslapi# 
skai%i#, tai lentyn$ gal!tume skaidyti " tris lygias dalis: 

100 100 100 | 100 100 100 | 100 100 100 

Ta%iau lentynos dalijimas lygiomis dalimis tikrai netik&s, jei 
puslapi# skai%ius knygose gerokai skiriasi: 

100 200 300 | 400 500 600 | 700 800 900 

Šiuo atveju pirmam darbuotojui tekt# perži'r!ti 100 + 200 + 300 = 
600 puslapi#, o tre%iajam – 700 + 800 + 900 = 2400, taigi net 
keturis kartus daugiau. Išband& "vairius variantus, galime padaryti 
išvad$, kad geriausias "manomas paskirstymas b't# toks: 

100 200 300 400 500 | 600 700 | 800 900 

Tuomet darbuotojams tekt# perži'r!ti atitinkamai 1500, 1300 ir 
1700 puslapi#. 

Ar yra kokia nors strategija, kurios laikydamiesi lentynoje esan%ias 
knygas visuomet padalytume optimaliai? Idealiu atveju visiems 
darbuotojams darbas paskirstomas lygiomis dalimis, t. y. kiekvienam 
darbuotojui tenkantis puslapi# skai%ius lygus vis# knyg# puslapi# 
skai%i# sumai, padalytai iš darbuotoj# skai%iaus: 
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Pvid = (p1 + p2 + ... + pn) / k. Tod!l b"t# nat"ralu apskai$iuoti ši% 
reikšm& ir iš eil!s parinkin!ti sritis, stengiantis j# dydžius gauti kuo 
artimesnius Pvid, t. y. taikyti godži%j% strategij%. 

Vadovaudamiesi šia strategija, gautume optimal# paskirstym% 
visuose kol kas nagrin!tuose pavyzdžiuose. Ta$iau neskub!kime 
daryti išvad#. Bendru atveju galima gauti ir neoptimal# knyg# 
paskirstym%: jei keliems darbuotojams skiriamas darbas yra šiek tiek 
mažesnis už vidurk', tai paskutiniam gali susikaupti nemažai 
„papildomo“ darbo.  

Tarkime, lentynoje iš eil!s sud!tos 6 knygos po 80 puslapi#, o toliau 
trys knygos, kuri# puslapi# skai$iai lyg"s 100, 30 ir 200, ir jas reikia 
paskirstyti trims darbuotojams. Šiuo atveju Pvid = 270. Taigi 
vadovaudamiesi godži%j% strategija, pirmam darbuotojui skirtume 
perži"r!ti pirmas tris knygas (240 puslapi# yra artimesn! reikšm! 
Pvid, negu 320), antram – taip pat tris knygas, ir gal# gale gautume 
tok' knyg# paskirstym%: 

80 80 80 | 80 80 80 | 100 30 200 

Daugiausiai darbo – 330 puslapi# – tekt# tre$iajam darbuotojui. 
Ta$iau optimaliu atveju didžiausias perži"rim# puslapi# skai$ius 
b"t# lygus 320: 

80 80 80 80 | 80 80 100 | 30 200 

Taigi optimalus paskirstymas gaunamas pirmajam darbuotojui 
skiriant keturias knygas. Godžioji strategija šito negal!jo numatyti, 
kadangi sprendimai priimami pagal labai paprast% kriterij#, 
nenumatant j# padarini#. 
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Sudarysime dinaminiu programavimu pagr!st" algoritm" šiam 
dalijimo uždaviniui spr#sti. Jis visuomet ras optimal$ paskirstym", 
kadangi išanalizuos visus galimus variantus, ta%iau tai atliks 
efektyviai. 

Kad b&t$ papras%iau, sutarsime knyg$ nuo i-osios iki j-osios 
puslapi$ skai%i$ sum" žym'ti S(i, j), t. y. 
S(i, j) = pi + pi + 1 + ... + pj. Didžiausi" vienam darbuotojui 
perži&r'ti tenkant! puslapi$ skai%i$ vadinsime paskirstymo !ver"iu. 

Taigi prad'kime nuo optimalios sprendinio strukt&ros nustatymo. 
Bet kuriame paskirstyme k-ajam darbuotojui tenka kažkiek knyg$ iš 
lentynos pabaigos, t. y. knygos nuo l-iosios iki n-osios, l ! n. Kad ir 
koks b&t$ paskirstymas, daugiausiai darbo tenka arba k-ajam 
darbuotojui, arba kuriam nors kitam. Pirmu atveju (jei daugiausia 
darbo tenka k-ajam darbuotojui), paskirstymo !vertis lygus S(l, n), o 
antruoju atveju susiduriame su analogišku, tik mažesniu, uždavi-
niu – optimaliu lentynos iki l-osios knygos (jos ne!traukiant) 
paskirstymu pirmiesiems k – 1 darbuotoj$. 

Pažym'kime optimal$ n knyg$ paskirstymo k darbuotoj$ !vert! 
M(k, n). Jei žinotume, kad optimalu k-ajam darbuotojui skirti 
knygas nuo l-osios iki n-osios (t.y. žinotume, kam lygus l), tai 

M(k, n) = max{ S(l, n), M(k – 1, l – 1) } 

Ta%iau mes iš anksto nežinome, kiek knyg$ optimalu skirti paskuti-
niam darbuotojui. Tod'l tenka išbandyti visus galimus variantus ir 
pasirinkti t", kurio atveju gaunamo paskirstymo !vertis yra 
mažiausias. Taigi iš ties$ M(k, n) apibr'žiamas taip: 
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t. y. minimumas yra skai!iuojamas iš vis" maksimum", gaunam", 
kai l kinta nuo 1 iki n. 

Kad funkcijos reikšmes gal#tume skai!iuoti pagal rekursyv" 
apibr#žim$, j% b&tina papildyti kraštin#mis reikšm#mis: paskirstymo 
%vertis visada lygus nuliui, jei lentyna tuš!ia; jei yra tik vienas 
darbuotojas, tai jam atitenka visas darbas, kuris lygus S(1, n). 
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Rekursyviai apibr#ž' optimalaus sprendinio vert', jau galime 
sudaryti j$ efektyviai apskai!iuojant% algoritm$. Ta!iau nepamirški-
me, jog mus domina ne tik sprendinio vert#, bet ir pats sprendinys, 
t. y. optimalus lentynos paskirstymas. Skirtingai nuo ligi šiol 
nagrin#t" uždavini", sprendin% sukonstruoti iš apskai!iuotos 
funkcijos reikšmi" lentel#s b&t" per sud#tinga. Tod#l skai!iuodami 
kaupsime papildomus duomenis: jei skai!iuodami M(k, n) reikšm' 
nustatysime, kad k-ajam darbuotojui optimalu paskirti knygas nuo  
l-osios iki n-osios, tai dyd% l pasižym#sime atskirame masyve 
(D[k, n] := l). 

Toliau pateikiamas proced&ros, apskai!iuojan!ios, kaip optimaliai 
paskirstyti knyg" perži&r#jimo darb$ darbuotojams, tekstas.  

const MAXN = ...; { maksimalus knyg! skai"ius } 
      MAXK = ...; { maksimalus darbuotoj! skai"ius } 
      BEGALINIS = MAXINT; 
 
type masyvas = array [0..MAXN + MAXK] of integer; 
     masyvas2 = array [1..MAXK, 0..MAXN] of integer; 
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procedure paskirstyk(k, n : integer; 
                     p : masyvas; { psl. skai!ius } 
                     var !vertis : integer; 
                     var nuo : masyvas); 
 
    { apskai!iuoja knyg" nuo i-osios iki j-osios puslapi" skai!i" sum# } 
    function S(i, j : integer) : integer; 
    var h : integer; 
    begin 
        S := 0; 
        for h := i to j do 
            S := S + p[h]; 
    end; 
 
var i, j, l, v : integer; { pagalbiniai kintamieji } 
    D, M : masyvas2; 
 
begin 
    { užpildomos kraštin$s reikšm$s } 
    for i := 1 to k do 
        M[i, 0] := 0; 
    for j := 1 to n do begin 
        M[1, j] := S(1, j); 
        D[1, j] := 1; 
    end; 
 
    { apskai!iuojama likusi lentel$s dalis } 
    for i := 2 to k do 
        for j := 1 to n do begin 
            M[i, j] := BEGALINIS; 
            { renkamasis minimumas... } 
            for l := 1 to j do begin 
                { ...iš maksimum" } 
                v := max46(S(l, j), M[i - 1, l - 1]); 
                if v < M[i, j] then begin 
                    M[i, j] := v; 
                    D[i, j] := l; 
                end; 
            end; 
        end; 
 

                                                 
46 Funkcija max randa didesn!j! iš dviej" skai#i", jos nepateiksime. 
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    { sukonstruojamas optimalus sprendinys } 
    !vertis := M[k, n]; 
    j := n; 
    for i := k downto 2 do begin 
        nuo[i] := D[i, j]; 
        j := D[i, j] - 1; 
        { jei i-ajam darbuotojui skiriamos knygos nuo D[i, j], tai 
          likusiems i – 1 darbuotoj! reikia paskirstyti D[i, j] – 1 knyg!} 
    end; 
    nuo[1] := 1; 
end; 

Proced!ra gr"žina kelis rezultatus: 

• gautojo (optimalaus) paskirstymo "vert", t. y. kiek daugiausiai 
darbo teks vienam iš darbuotoj#; 

• lentynoje esan$i# knyg# paskirstym". Šis pateikiamas masyve 
nuo. j-ajam (bet kuriam, išskyrus paskutin%) darbuotojui 
paskirtos knygos yra intervalas [nuo[j], nuo[j + 1]), o k-ajam 
(paskutiniam) – [nuo[k], n]. 

Toliau pateikiame lenteles M ir D, gaunamas jau m!s# nagrin&to 
pavyzdžio atveju, kai k = 3, n = 9, o puslapi# skai$iai pateikti 
lentel&je: 

p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7 p8 p9 
100 200 300 400 500 600 700 800 900 

 

Skai$iuojant langelio [k, n] reikšm', išbandomos visos l reikšm&s 
nuo 1 iki n, masyve M %simenama mažiausia reiškinio 
max{ S(l, n), M(k – 1, l – 1) } reikšm& ir pasižymima masyve D. 
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n M 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
1 0 100 300 600 1000 1500 2100 2800 3600 4500 
2 0 100 200 300 600 900 1100 1500 2100 2400 k 
3 0 100 200 300 400 600 900 1100 1500 1700 

 

n D 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
1 – 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
2 – 1 2 3 4 4 5 6 6 7 k 
3 – 1 2 3 4 5 6 7 7 8 

 

Aptarkime proced!ros paskirstyk sud"tingum#. Algoritmas 
apskai$iuoja kiekvien# k × n dydžio lentel"s langel%. Kiek gi laiko 
sugaištama vieno langelio reikšmei apskai$iuoti? Vidutiniu atveju 
išbandom& l reikšmi& skai$ius tiesiškai priklauso nuo n, o su 
kiekviena l reikšme skai$iuojama funkcijos S, sumuojan$ios puslapi& 
skai$i& iš tam tikro intervalo, reikšm". Pastarosios funkcijos 
sud"tingumas taip pat tiesiškai priklauso nuo n, t. y. yra O(n). Taigi: 

• vienam langeliui sugaištama O(n2) laiko; 
• bendras algoritmo sud"tingumas yra O(n!k!n2) = O(n3!k). 

Nors tai palankus (polinominis) sud"tingumas šiam gana sud"tingam 
uždaviniui, j% galima pagerinti efektyviau skai$iuojant funkcijos S 
reikšmes. Papras$iausia b!t& apskai$iuoti visas galimas jos reikšmes 
iš anksto ir %siminti masyve, v"liau prireikus S(i, j) reikšm"s, 
tereikt& jos reikšm' paimti iš masyvo, taigi S sud"tingumas b!t& 
O(1). Visoms reikšm"ms apskai$iuoti prireikt& O(n2) laiko ir tiek 
pat atminties. Bendro algoritmo sud"tingumas laiko atžvilgiu b!t& 
O(n2 + n2!k) = O(n2!k). 
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Ta!iau dar efektyvesnis, ir kur kas elegantiškesnis sprendimas yra iš 
anksto susiskai!iuoti knyg" nuo 1-osios iki i-osios puslapi" sumas 
visiems i, t. y. tegu ri = p1 + p2 + ... + pi. Jas suskai!iuoti galima per 
O(n), pasteb#jus, kad ri = ri-1 + pi. Tuomet, jei mus domina knyg" 
nuo i-osios iki j-osios puslapi" suma, j$ galima apskai!iuoti per O(1) 
(konstantin% laik$), atliekant vien$ aritmetin& operacij$: 

pi + pi+1 + ... + pj = (p1 + p2 + ... + pj) – (p1 + p2 + ... + pi–1) = rj – ri-1. 

Žemiau pateiksime (pažym#dami specialiu komentaru pakeistas 
eilutes) efektyviau realizuot$ proced'r$ paskirstyk, kurios 
sud#tingumas yra O(n2!k) vietoje O(n3!k). 

procedure paskirstyk(k, n : integer; 
                     p : masyvas; { psl. skai"ius } 
                     var !vertis : integer; 
                     var nuo : masyvas); 
 
var i, j, l, v : integer; { pagalbiniai kintamieji } 
    D, M : masyvas2; 
    r : masyvas;          { pagalbinis masyvas} 
 
begin 
    { užpildomas masyvas r }                          // ** 
    r[0] := 0;                                  // ** 
    for j := 1 to n do                          // ** 
        r[j] := r[j - 1] + p[j];                // ** 
    { užpildomos kraštin#s reikšm#s } 
    for i := 1 to k do 
        M[i, 0] := 0; 
    for j := 1 to n do begin 
        M[1, j] := r[j];                        // ** 
        D[1, j] := 1; 
    end; 
 
    { apskai"iuojama likusi lentel#s dalis } 
    for i := 2 to k do 
        for j := 1 to n do begin 
            M[i, j] := BEGALINIS; 
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            { renkamasis minimumas... } 
            for l := 1 to j do begin 
                { ...iš maksimum! } 
                v := max(r[j] - r[l - 1],       // ** 
                         M[i - 1, l - 1]);      // ** 
                if v < M[i, j] then begin 
                    M[i, j] := v; 
                    D[i, j] := l; 
                end; 
            end; 
        end; 
 
    { sukonstruojamas optimalus sprendinys } 
    {  } 
    ... 
end; 

12.7 Uždavinys Sodas47 

Kvadratiniame m ! m dydžio sode auga n medži!. Laikoma, 
kad medis yra taškas, neturintis ilgio ir plo"io. Koordina"i! 
sistemos pradžia yra apatinis kairysis sodo kampas, o ašys 
yra lygiagre"ios sodo tvoroms. Medži! viet# nusako j! 
koordinat$s (x, y),  išreikštos sveikaisiais skai"iais.  

Užduotis. Reikia rasti didžiausio sta"iakampio, kuriame 
neb%t! medži!, plot#. Sta"iakampio kraštin$s turi b%ti lygia-
gre"ios atitinkamoms sodo tvoroms (kraštin$ms).  

Ieškomo sta"iakampio kraštin$se gali augti medžiai, taip pat 
sta"iakampio kraštin$ gali sutapti su sodo tvora.  

                                                 
47 Panašus uždavinys buvo pateiktas Vidurio Europos informatikos olimpiadoje 
1995 metais.  
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81 pav. Sodo pavyzdys; sode auga trylika medži!  

!veskime kelet" s"vok#. P(x, y) pažym$sime tok% didžiausi" 
vienetinio plo"io sta&iakamp%, kurio viršutinio dešiniojo kampo 
koordinat$s yra (x, y), o kairiosios kraštin$s vidiniuose taškuose n$ra 
medži#. Šio sta&iakampio aukšt% žym$sime HP(x, y). Nesunku 
matyti, kaip efektyviai apskai&iuoti Hp reikšmes:  

atvejaiskitais
medisaugayxtaškejeiarbayjei

yxH
yxH

p
p

)1,1(1
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!!=

"
#
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Pažym$kime T(x, y) didžiausi" medži# neturint% sta&iakamp%, 
kuriam priklauso P(x, y) ir kurio aukštis sutampa su P(x, y) aukš&iu.  

 
82 pav. Sta"iakampis P(4, 5) 

pažym#tas pilkai;  
jo aukštis HP(4, 5) = 2 

 
83 pav. T(4, 5) – maksimalaus ploto 

sta"iakampis, kuriam priklauso  
P(4, 5)  
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Sta!iakampio T(x, y) kairiojo viršutiniojo kampo koordinat" x 
pažym#kime K(x, y), o dešiniojo viršutinio – D(x, y). Žinodami tai, 
iš karto gal#sime apskai!iuoti T(x, y) plot$:  

ST(x, y) = (D(x, y) – K(x, y)) · HP(x, y). 

 

84 pav. ST(4, 5) = (D(4, 5) – K(4, 5)) · H(4, 5) = (5 – 0) · 2 = 10 

Tarkime, kad žinome, kaip efektyviai apskai!iuoti funkcij% K ir D 
reikšmes. Tuomet užtenka perži&r#ti visus galimus sta!iakampius 
T(x, y) (t. y. išbandyti visas galimas x ir y poras, kuri% bus m2) ir 
išrinkti didžiausi$ – jis ir bus ieškomasis sprendinys.   

Toliau pateikta proced&ra naudoja dvimat' login' masyv$ medis, 
kurio kiekvienas elementas medis[x, y] rodo, ar taške (x, y) auga 
medis. 

const MAXM = ...; { maksimalus sodo dydis } 
type lgmasyvas = array [0..MAXM, 0..MAXM] of boolean; 
     kvmasyvas = array [1..MAXM, 1..MAXM] of integer; 
 
function max_sodas(m : integer; { sodo dydis } 
                   { medis[x, y] = true, jei (x, y) auga medis } 
                   var medis : lgmasyvas) : integer; 
var x, y, plotas : integer; 
    Hp, K, D : kvmasyvas; 
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begin 
    { apskai!iuojame Hp reikšmes } 
    for y := 1 to m do  
        for x := 1 to m do  
            if y = 1 then 
                Hp[x, y] := 1  
            else if medis[x - 1, y - 1] then 
                Hp[x, y] := 1 
            else 
                Hp[x, y] := Hp[x, y - 1] + 1; 
 
    { apskai!iuojame K ir D reikšmes kiekvienam sta!iakampiui T  
      (ši" proced#r" tekstas bus pateiktas v$liau) } 
    skai!iuok_K(m, Hp, K);  
    skai!iuok_D(m, Hp, D);  
 
    { belieka perži#r$ti visus sta!iakampius ir išrinkti didžiausi% } 
    max_sodas := 0; 
    for y := 1 to m do 
        for x := 1 to m do begin 
            plotas := Hp[x, y] * (D[x, y] - K[x, y]); 
            if plotas > max_sodas then 
                max_sodas := plotas; 
        end; 
end; 

Pagalvokime, kaip efektyviai apskai!iuoti masyv" K ir D reikšmes. 
K ir D reikšm#s kiekvienai eilutei (t. y. kiekvienai koordinatei y) 
bus skai!iuojamos atskirai, tad panagrin#sime, kaip apskai!iuoti K ir 
D reikšmes, kai koordinat# y fiksuota. 

Prad#kime nuo masyvo D. Efektyviai reikšm#ms apskai!iuoti bus 
naudojama d#klo48 duomen" strukt$ra. D#kle saugomos tos x 
koordinat#s, kurioms D(x, y) dar neapskai!iuotas. Koordinat#s x 
perži$rimos iš kair#s % dešin& (t. y. nuo 1 iki m) ir paeiliui dedamos % 
d#kl'. Ta!iau prieš tai patikrinama, galb$t Hp(s, y) > Hp(x, y), 

                                                 
48 D#klo duomen" strukt$ra aprašyta 4.1 skyrelyje. 
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kur s – paskutinis d!kle esantis elementas. Jei Hp(s, y) > Hp(x, y), tai 
sta"iakampio, kuriam priklauso Hp(s, y), daugiau # dešin$ prat$sti 
negalima, taigi rastas dešinysis sta"iakampio T(s, y) kraštas: D(s, y) = 
x – 1 . Tokiu atveju iš d!klo pašalinama koordinat! s, nes D(s, y) jau 
apskai"iuota. Jei iš d!klo pašalinta koordinat!, v!l tikrinama, ar 
Hp(s, y) > Hp(x, y), kur s – jau atnaujintas paskutinis d!klo 
elementas. Galb%t ir šiam elementui bus rastas D(s, y), o pats 
elementas - pašalintas iš d!klo. Koordinat! x # d!kl& #traukiama tik 
tada, kai Hp(s, y) ! Hp(x, y) arba kai d!klas jau tuš"ias. 

Perži%r!jus visas x koordinates, d!kle liks tik tos x koordinat!s, 
kuri' sta"iakampio T(x, y) dešinysis kraštas sutampa su kvadrato 
kraštu.  

Pateiktame pavyzdyje parodysime, kaip skai"iuojamos funkcijos D 
reikšm!s, konkre"iu atveju – kai y = 5.   

 
85-1 pav. HP(1, 5) = 1; 

D!klas = [1] 

 
85-2 pav. HP(2, 5) = 5;  

HP(1, 5) ! HP(2, 5); 
D!klas = [1, 2] 
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85-3 pav. HP(3, 5) = 4;  

HP(2, 5) > HP(3, 5); radome  
D(2, 5) = 2; D!klas = [1] 

 
85-4 pav. HP(3, 5) = 4;  

HP(1, 5) ! HP(3, 5); 
D!klas = [1, 3] 

 
85-5 pav. HP(4, 5) = 2;  

HP(3, 5) > HP(4, 5); radome  
D(3, 5) = 3; D!klas = [1] 

 
85-6 pav. HP(4, 5) = 2;  

HP(1, 5) ! HP(4, 5); 
D!klas = [1, 4] 

 
85-7 pav. HP(5, 5) = 3;  

HP(4, 5) ! HP(5, 5); 
D!klas = [1, 4, 5] 

 
85-8 pav. HP(6, 5) = 2;  

HP(5, 5) > HP(6, 5); radome  
D(5, 5) = 5; D!klas = [1, 4] 
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85-8 pav. D!klas = [1, 4, 6] 

D(1, 5) = D(4, 5) = D(6, 5) = m = 6 

K reikšm!s skai"iuojamos analogiškai, tik koordinat!s perži#rimos iš 
dešin!s $ kair%. 

type masyvas = array [1..MAXM] of integer; 
 
procedure skai!iuok_D(m : integer; 
                      var Hp : kvmasyvas; 
                      var D : kvmasyvas); 
var d"klas : masyvas; 
    sk, x, y, s : integer; 
begin 
    sk := 0; { Element" skai#ius d!kle } 
    for y := 1 to m do begin 
        for x := 1 to m do begin 
           if sk > 0 then begin 
               s := d"klas[sk]; 
               while (sk > 0) and  
                     (Hp[x, y] < Hp[s, y]) do 
               begin 
                   { rastas dešinysis T(s, y) kraštas (x - 1) } 
                   D[s, y] := x - 1; 
                   sk := sk - 1; 
                   if sk > 0 then s := d"klas[sk]; 
               end; 
           end; 
           { koordinat! x dedama $ d!kl% } 
           sk := sk + 1; 
           d"klas[sk] := x; 
        end; 
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        { jei d!kle likus koordinat! x, tai T(x, y) t"siasi 
          iki pat dešiniojo sodo krašto } 
        while sk > 0 do begin 
            s := d!klas[sk]; 
            D[s, y] := m; 
            sk := sk - 1; 
        end; 
    end; 
end; 
 
procedure skai"iuok_K(m : integer; 
                      var Hp : kvmasyvas; 
                      var K : kvmasyvas); 
var d!klas : masyvas; 
    sk, x, y, s : integer; 
begin 
    sk := 0; { Element# skai$ius d!kle } 
    for y := 1 to m do begin 
        for x := m downto 1 do begin 
           if sk > 0 then begin 
               s := d!klas[sk]; 
               while (sk > 0) and  
                     (Hp[x, y] < Hp[s, y]) do 
               begin 
                   { rastas kairysis T(s, y) kraštas (x) } 
                   K[s, y] := x - 1; 
                   sk := sk - 1; 
                   if sk > 0 then s := d!klas[sk]; 
               end; 
           end; 
           { koordinat! x dedama % d!kl& } 
           sk := sk + 1; 
           d!klas[sk] := x; 
        end; 
        { jei d!kle likus koordinat! x, tai T(x, y) t"siasi 
          iki pat kairiojo sodo krašto } 
        while sk > 0 do begin 
            s := d!klas[sk]; 
            K[s, y] := 0; 
            sk := sk - 1; 
        end; 
    end; 
end; 
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Šio sprendimo sud!tingumas pagal laik" ir atmint# – O(m2). 
Nesunkiai galime modifikuoti sprendim" taip, kad sud!tingumas 
pagal atmint# sumaž!t$ iki O(m + n). Medži$ koordinates galima 
saugoti vienma%iame O(n) #raš$ masyve, o kvadrat" nagrin!ti po 
vien" eilut&: apskai%iuoti Hp, K, ir D einamajai y koordinatei, 
išrinkti didžiausi" iki šiol rast" sta%iakamp# ir toliau nagrin!ti kit" y 
koordinat&. Skai%iuojant K(x, y) ir D(x, y) reikšmes, K ir D reikšmi$ 
su kitomis y koordinat!mis neprireikia, o skai%iuojant Hp(x, y) 
reikšm& naudojamos tik Hp(x, y – 1) reikšm!s.  

12.8 Kada taikyti dinamin! programavim" 

Išsprend!me kelis uždavinius pritaik& dinamin# programavim". 
Bendru atveju sunku #vertinti, ar uždavin# galima spr&sti taikant 
dinamin# programavim". Ta%iau dažnai tokie uždaviniai pasižymi 
bendromis savyb!mis. Šiame skyrelyje jas ir apžvelgsime. 

Prieš taikant dinamin# programavim" reik!t$ užduoti šiuos 
klausimus: 

Ar tai optimizavimo uždavinys? Ar šiam uždaviniui galima rasti 
daug sprendini$, iš kuri$ mus domina tik vienas (ilgiausias, 
trumpiausias ar panašiai)? Dauguma dinaminiu programavim$ 
sprendžiam$ uždavini$ yra b'tent optimizavimo uždaviniai. 

Ar uždavinyje aprašyto objekto elementai yra surikiuoti? Daugelio 
objekt$ elementai yra surikiuoti iš kair!s # dešin& (t. y. tarp dviej$ 
objekt$ #vestas santykis kairiau), arba apibr!žta kokia nors kitokia 
tvarka. Pavyzdžiui, muziejaus eksponatai (Kuprin!s uždavinyje), 
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dovanos (Teising! dalyb! uždavinyje), medžiai49 (Sodo uždavinyje), 
simboli! eilut"s simboliai, iškiliojo daugiakampio virš#n"s, lapai 
paieškos medyje ir pan. Tik"tina, kad optimizavimo uždavin$, 
kuriame objekt! elementai yra surikiuoti, galima efektyviai išspr%sti 
dinaminio programavimo metodu.  

Jei objekto elementai n"ra surikiuoti, tikriausiai teks atsisakyti 
dinaminio programavimo. Mat tokiu atveju uždavin$ sprendžiant 
dinaminio programavimo metodu, laiko bei atminties s&naudos b#t! 
eksponentin"s eil"s (tai reiškia, kad sprendimas b#t! visiškai 
neefektyvus).   

Ar galima suskaidyti uždavin! ! smulkesnius uždavinius, o tuos $ 
dar smulkesnius, kol pasiekiamos elementarios ribin"s situacijos? 
Sakykime, uždavinyje aprašytas objektas turi n element!. Ar, pa"m% 
mažiau nei n element!, gausime t& pat$ uždavin$, tik su mažesniais 
parametrais? Jei ne – pritaikyti dinaminio programavimo nepavyks. 

Ar smulkesni" uždavini" sprendiniai turi !takos didesni" 
uždavini" sprendimui? Kokia informacija apie sprendinius 
mažesniems nei n element! objektams yra b#tina, norint rasti 
sprendin$ objektui su n element!? Ar tur"dami sprendinius visiems 
mažesniems nei n element! objektams bei n-&j$ element& galime, 
gauti sprendin$ objektui iš n element!? Jei ne – dinaminio 
programavimo pritaikyti taip pat nepavyks. 

Ar skaidant ! smulkesnius uždavinius, tie smulkesni uždaviniai 
ima kartotis? Jei ne – dinaminio programavimo taikyti neverta. Nes 
dinaminio programavimo efektyvumas laiko atžvilgiu bus toks pat, 
kaip ir pilno perrinkimo atveju, ta'iau pareikalaus kur kas daugiau 

                                                 
49 Sodo uždavinyje medis A(x1, y1) yra kairiau nei medis B(x2, y2), jei x1 < x2 arba 
x1 = x2 ir y1 < y2. 



Dinaminis programavimas 

 199 

atminties. Dinaminio programavimo esm! sudaro dalini" uždavini" 
sprendini" #siminimas, kai d$l to nebereikia iš naujo nespr!sti t" 
pa%i" uždavini". Ta%iau jei daliniai uždaviniai50 nesikartoja, tai 
nieko nelaim$sime taikydami dinamin# programavim&.  

Ar sprendimui pakaks atminties? Taikant dinamin# programavim& 
dažnai reikia atsižvelgti # atminties s&naudas. Jos b'na kur kas 
didesn$s nei sprendžiant uždavin#, pavyzdžiui, gr!žimo metodu. 
Reikalingas atminties kiekis kartais gali nulemti, ar tam uždaviniui 
pavyks pritaikyti dinamin# programavim&. 

Reik$t" atkreipti d$mes# # spr!st" uždavini" sud$tingum& pagal 
atmint#. Pavyzdžiui, Kuprin"s uždavinio sprendimo sud$tingumas 
atminties atžvilgiu yra O(n·S). Jei eksponat" svoriai b't" dideli, 
dinaminio programavimo pritaikyti nepavykt". Tad pradini" 
duomen" ribojimai yra labai svarb's #vertinant, ar uždavinio 
sprendimui galima taikyti dinamin# programavim&.  

Beje, jei ieškoma tik sprendinio vert$, o ne pats sprendinys, dažnai 
galima sutaupyti atminties. Pavyzdžiui, Kuprin"s uždavinyje užtekt" 
saugoti ne vis& lentel!, o tik dvi einam&sias lentel$s eilutes, kadangi 
skai%iuojant k-osios lentel$s eilut$s reikšmes naudojamos tik 
reikšm$s iš (k-1)-osios eilut$s. 

 

                                                 
50 Yra tokia uždavinio sprendimo strategija Skaldyk ir valdyk, kai uždavinys 
padalijamas # mažesnius uždavinius, visi mažesni uždaviniai išsprendžiami taikant 
rekursij& ir sujungus gautus sprendinius gaunamas pradinio uždavinio sprendinys; 
tik šiuo atveju mažesni uždaviniai nesikartoja ir tarpusavyje neturi nieko bendra; 
Greitojo rikiavimo algoritmas yra tokios strategijos pavyzdys: rikiuojama seka 
dalijama # dvi dalis ir kiekviena dalis rikiuojama atskirai, ta%iau vienos sekos dalies 
rikiavimas neturi #takos kitos dalies rikiavimui. 
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13 STRATEGINI! STALO ŽAIDIM! ALGORITMAI 

I had one item on my agenda today – not to lose. 
Šiandien mano dienotvark!je buvo tik vienas punktas – nepralaim!ti. 

Šachmat! "empionas Garis Kasparovas apie žaidim# šachmatais prieš 
kompiuterin$ program# Deep Junior  

 
Smagu ir %domu leisti laisvalaik% žaidžiant šašk&mis, šachmatais, Go 
ar net kryžiukais ir nuliukais, turint po ranka tik languot# popieriaus 
lap#. Smagiausia žaisti dviese, ta"iau ne mažiau %domu pabandyti 
sužaisti stalo žaidim# su kompiuteriu, kai vieno iš dviej! žaid&j! 
&jimus atlieka programa. Galimas ir dar vienas žaidimo b'das: 
parašyti programas, atliekan"ias &jimus, ir surengti program! 
turnyr#.  

Kuo daugiau patirties turi žaid&jas ir kuo geresn$ žaidimo strategij# 
jis sugalvos, tuo daugiau turi šans! laim&ti. O kaip gi su programa, 
atliekan"ia žaid&jo &jimus? Juk kiekvieno žaidimo taisykl&s ir 
strategijos yra skirtingos. Ar gali b'ti kokie nors principai, bendri 
visiems žaidimams? Ar yra kas bendra tarp, pavyzdžiui, žaidimo 
šachmatais ir kryžiukais ir nuliukais? Pasirodo, yra! Vis! strategini! 
stalo žaidim! algoritmai programuojami remiantis tais pa"iais 
principais, kuriuos aprašysime šiame skyrelyje.  

Strateginiai stalo žaidimai žaidžiami ant žaidimo lentos ar kitaip 
pažym&to žaidimo ploto su specialiais žaidimo komponentais 
(kauliukais, fig'r&l&mis, kortel&mis). Žaidim# žaidžia du žaid&jai, 
kurie paeiliui atlieka &jimus. Žaidimas yra baigtinis, t. y. jis b'tinai 
baigsis po baigtinio &jim! skai"iaus. 

Strategini! žaidim! algoritmas – tai algoritmas, realizuojantis tam 
tikr# žaidimo strategij#, kuria remiantis parenkamas tolesnis &jimas. 
Vartotojo s#saja ir teis&javimas ne%eina % ši# s#vok#. Tai suprantama 
– parašyti vartotojo s#saj# šachmat! žaidimo programai gal&t! 
daugelis išmanan"i! kompiuterin&s grafikos pradmenis. Ta"iau 
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sukurti ir realizuoti strategij!, kuria žaidžiant pavykt" laim#ti prieš 
rimt! varžov!, yra daug sud#tingesnis uždavinys.  

Bendru atveju strategini! stalo žaidim! s!voka gali b$ti platesn#, pa-
vyzdžiui, žaidim! gali žaisti ne du, o daugiau žaid#j", #jimus jie gali 
atlikti ne tik paeiliui, bet ir praleisti #jim! ar kelis kartus eiti iš eil#s, 
remdamiesi konkre%iomis žaidimo taisykl#mis. Vaikams skirtuose 
žaidimuose #jimus dažnai nulemia ir atsitiktinumas (pavyzdžiui, 
mesto kauliuko atsivert& taškai). Ta%iau šiame skyrelyje nagrin#sime 
tik strateginius stalo žaidimus, paremtus klasikine stalo žaidim" 
samprata.  

13.1 Trumpa stalo žaidim! istorija 

Stalo žaidimai buvo populiar$s jau seov#s civilizacijose. Seniausias 
žinomas stalo žaidimas rastas senov#s Egipte – žaidimas Senetas. 
Piešiniai, kuriuose žaidžiamas šis 
žaidimas, buvo rasti ketvirto t$ks-
tantme%io prieš m$s" er! kapaviet#-
se. Piešiniuose matyti, kad Senet! 
gal#jo žaisti du žaid#jai, kurie pradi-
niu momentu tur#jo nuo 5 iki 10 
fig$r#li". Deja, tiksli" šio žaidimo 
taisykli" n#ra išlikusi". Manoma, 
kad žaidimo lenta buvo 3 ! 10 dy-
džio, keletas jos langeli" tur#jo 
specialius simbolius. Žaid#jas mes-
davo keturias lazdeles (kiekviena 
kuri" tur#jo dvi skirtingas puses) ir priklausomai nuo to, kas atsi-
versdavo, atlikdavo #jim!. Manoma, kad populiarus žaidimas Trik-
trak (angl. Backgammon) kilo iš Seneto.  

 

86 pav. Seneto žaidimas  
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Kitas senov!s egiptie"i# žaidimas yra Mehenas. Mehenas yra mi-
tologin!s b$tyb!s vardas. Pirmosios nuorodos % š% žaidim& yra apie 
3000 metus prieš m$s# er&. Žaidimo lenta primin! susirangiusi& 
gyvat' (spiral!s formos) ir buvo sudaryta iš sta"iakampiuk#. 
Manoma, kad žaidimas buvo žaidžiamas su li$tus ar li$tes 
primenan"i# fig$r!li# rinkiniais iš 3–6 fig$r!li#.  

Viduramžiais išpopuliar!jo žaidimai kauliukais, kurie dažniausiai bu-
vo gaminami iš elnio rag#, taip pat kortomis. Buvo populiar$s ir kiti 
stalo žaidimai. J# fig$r!l!s dažnai b$davo pusrutulio formos, gami-
namos iš gintaro, kaulo, stiklo ar net arklio dant#. Vis didesn% popu-
liarum& !m! %gauti šachmatai. 
Stalo žaidimai buvo žaidžiami ne 
tik Azijoje, bet ir Europoje, Skan-
dinavijoje. 1732 metais, keliauda-
mas po Laplandij&, žymus šved# 
botanikas Karlas Lin!jus (Carolus 
Linnaeus) apraš! žaidim& Tabula. 
Lapiai j% žaid! 9 ! 9 dydžio len-
toje, o žaidimo fig$r!les vadino 
„Švedais“ ir „Rusais“. 

Stalo žaidimai labai išpopuliar!jo 
XX a. viduryje, ypa" po II pasau-
linio karo. O XX a. viduryje 
susidom!ta ir strategini# žaidim# programavimu. Dar 1950 metais 
Klodas Elvudas Šenonas (Claude Elwood Shannon) paskelb! 
novatorišk& darb& Kompiuterio programavimas žaisti šachmatais (angl. 
Programming a Computer for Playing Chess), kuriame apraš!, kaip 
skai"iavimo mašinai (ar kompiuteriui) gal!t# b$ti parašyta programa, 
protingai žaidžianti šachmatais. Šenonas atkreip! d!mes%, kad 
teoriškai egzistuoja idealus sprendinys (t. y. !jim# seka, kuri& 
atlikdamas žaid!jas pasieks geriausi& rezultat&), ta"iau praktiškai jo 

 

87 pav. Žaidžiamas stalo žaidimas 
Tabula 
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rasti ne!manoma. Jis pateik" dvi 
euristika paremtas strategijas, 
kuriomis programuojant 
strateginius stalo žaidimus 
remiamasi iki šiol: 

A Generuoti visus !mano-
mus "jimus iki tam tikro 
gylio (t. y. generuoti vi-
sus galimus pirmuosius 
"jimus, visus galimus an-
truosius "jimus ir t. t.), 
tuomet euristiškai !vertin-
ti kiekvien# gaut# situaci-
j# lentoje, sudaryti žaidimo med! ir išrinkti geriausi# "jim#; 

B Generuoti tik perspektyvius "jimus (žaidimo medžio šakas) 
ignoruojant "jimus, kurie laikomi neperspektyviais.  

Pirmoji šachmatais žaidžianti programa buvo parašyta ir !diegta 
1956 m. Taisykl"s buvo supaprastintos, žaidžiama 6 ! 6 lentoje. 
Kompiuteris buvo tik 11 kHz dažnio ir tur"jo 600 žodži$ atminties. 
Buvo realizuota A tipo Šenono aprašyta strategija, generuojami 4 
lygi$ "jimai. Tam prireikdavo net 12 minu%i$. Ši programa 
!veikdavo tik silpnus žaid"jus. 

Po dvej$ met$ pirm# kart# buvo panaudotas Alfa–Beta atkirtimas, 
kuri leido padvigubinti analizuojam$ "jim$ skai%i$. Žaidimo 
programos buvo nuolat tobulinamos, prad"ti rengti šachmat$ pro-
gram$ turnyrai. Septintojo dešimtme%io viduryje (1975 m.) prad"ta 
kurti Cray Blitz programa, kuri ilg# laik# buvo grei%iausia šachma-
tais žaidžianti programa ir net septynerius metus buvo kompiuteri$ 
program$ šachmat$ %empion".  

 

88 pav. Klodas Elvudas Šenonas  
(Claude Elwood Shanon) 

1916 – 2001 
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1988 metais pirm! kart! kom-
piuterin" sistema Deep 
Thought, skirta žaisti šachma-
tais, nugal"jo didmeistr# Ben-
t! Larsen! (Bent Larsen). Pro-
grama, kuri! k$r" studentai, 
jau sugeb"davo išanalizuoti 
iki 750 000 pozicij% per se-
kund& ir iki dešimties "jim% # 
priek#. Ši sistema praloš" 
šachmat% 'empionui Bobiui 
Fišeriui (Bobby Fischer). Vis d"lto, kuo toliau, tuo sunkiau 
didmeistriams sek"si #veikti šachmatais žaidžian'ias programas. 
Pirmoji kompiuterin" sistema, kuriai 1996 metais pralaim"jo partij! 
tuometinis pasaulio 'empionas Garis Kasparovas, buvo Deep Blue. 
Ta'iau tuomet turnyr! pasaulio 'empionui vis tik pavyko laim"ti. 
Deep blue buvo labai atnaujinta, neoficialiai netgi pervadinta # 
Deeper blue, ir 1997 metais Kasparovas jau pralaim"jo rezultatu 
2,5:3,5. Tai buvo pirmas kartas, kai kompiuterinei sistemai pavyko 
#veikti pasaulio šachmat% 'empion! matuojant žaidimo laik! #prastu 
b$du. 2003-iaisiais Gariui Kasparovui nepavyko #veikti ir Deep 
Junior programos – turnyras baig"si lygiosiomis.  

Šachmatai – tai tik vienas žaidim%, kuriam žaisti kuriamos 
kompiuterin"s programos. Kasmet vyksta olimpiados51, turnyrai, 
kuriuose tarpusavyje žaidžia programos ir kuriuose gali dalyvauti visi 
norintys.  

                                                 
51 Žaidim% program% olimpiadas kasmet organizuoja ICGA (International Computer 
Games Association); Olandijos informatikos olimpiados kasmet organizuoja žaidim% 
program% turnyr! CodeCup. 

 

89 pav. G. Kasparovas žaidžia prieš  
Deep Junior program", 2003 m. 
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13.2 Žaidim! medžiai, MiniMax paieška 

Analizuodami strateginius stalo žaidimus sutarsime, kad abu 
varžovai žaidžia optimaliai, t. y. kiekvien! kart! renkasi pat" 
palankiausi! sau #jim!.  

Bet kuris stalo žaidimas prasideda nuo 
pradin"s pozicijos. Sutarsime, kad 
to paties žaidimo pradin# pozicija yra 
visada ta pati. Pavyzdžiui, žaidžiant 
šachmatais, pradin$ pozicij! sudaro 
juodos ir baltos fig%ros, išd#stytos tam 
tikra tvarka 8!8 lentoje, žaidžiant Go 
arba kryžiukais ir nuliukais, pradin$ 
pozicij! sudaro tuš&ia lenta.  

Iš pradin#s pozicijos pirmasis žaid#jas 
gali atlikti tam tikrus #jimus. Visas 
šiais #jimais gautas pozicijas vadinsi-
me pirmojo lygio pozicijomis. Pozicijas, gautas atlikus vien! 
#jim! iš pirmojo lygio pozicij' – antrojo lygio ir t. t. 

Pavyzdžiui, žaidžiant kryžiukais ir nuliukais, pirmasis žaid#jas (jis 
b%tinai žaidžia kryžiukais) gali atlikti 9 skirtingus pirmuosius #jimus: 
pad#ti kryžiuk! " bet kur" iš 9 langeli'. Antrasis žaid#jas kiekvienu 
atveju gali pasirinkti vien! iš aštuoni' #jim'. Toliau pirmasis 
žaid#jas kiekvienu atveju gali atlikti septynis skirtingus #jimus. Taip 
bus gaunamos tre&iojo lygio pozicijos. 

Analogiškai galima toliau generuoti #jimus kol bus pasiektos 
baigiamosios žaidimo pozicijos, t. y. pozicijos, kai vienas žaid#-
j' laimi arba pasiekiamos lygiosios. Kryžiuk' ir nuliuk' atveju dau-
giausia gali b%ti 9 lygiai. 

 

90 pav. Pradin" šachmat! 
žaidimo pozicija  
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Iš žaidimo pozicij! sudaromas žaidimo medis, kurio virš"n#s 
atitinka žaidimo pozicijas. Medžio šaknis atitiks pradin$ žaidimo 
pozicij%, jos antrin#s virš"n#s – visas pozicijas, kurias galima pasiekti 
vienu #jimu iš startin#s pozicijos (pirmojo lygio pozicijas) 
 ir t. t.  

Gali b"ti, kad t% pa&i% pozicij% galima gauti atlikus kelias skirtingas 
#jim! sekas. Ta&iau konstruojant žaidimo med' ' tai neatsižvelgiama: 
jei ta pati žaidimo pozicija buvo gauta dvejomis skirtingomis #jim! 
sekomis, tai ji žymima dviem medžio virš"n#mis.  

Vis! pirmojo lygio pozicij! atstumas iki medžio šaknies bus lygus 1, 
antrojo lygio pozicij! – 2, o k-ojo lygio pozicij! – k. 

Žaidimo pozicija vadinama laimin!ia pozicija žaid"jui X, jei 
žaid#jas X gal#s taip parinkti tolimesnius savo #jimus, kad jis laim#s 
nepriklausomai nuo to, kaip žais jo varžovas arba jeigu tai yra 
baigiamoji žaidimo pozicija, kurioje laimi žaid#jas X. Atkreipsime 
d#mes', kad žaid#jo X laimin&ioje pozicijoje #jimo teis# gali 
priklausyti bet kuriam iš dviej! žaid#j!. 

Žaidimo pozicija vadinama pralaimin!ia pozicija žaid"jui X, jei 
nesvarbu, kaip žaid#jas X žaist!, varžovas gali parinkti tokius 
tolimesnius savo #jimus, kad jis (varžovas) b"tinai laim#s, arba jei tai 
yra baigiamoji žaidimo pozicija, kurioje žaid#jas X pralaimi. Žaid#jo 
X pralaimin&ioje pozicijoje #jimo teis# taip pat gali priklausyti bet 
kuriam iš dviej! žaid#j!.  

Be abejo, kiekvienas žaid#jas stengiasi atlikti tokius #jimus, kurie 
nuvest! ' laimin&ias žaidimo pozicijas.  
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91 pav. Kryžiuk! ir nuliuk! žaidimo medžio pavyzdys; paveiksle parodyti tik 
du medžio lygiai; pateiktas nepilnas medis (atmestos simetriškos pozicijos) 

Paanalizuokime konkret! uždavin":  

Lošimas disku52: du žaid"jai paeiliui sukio-
ja disk# per vien# segment# $ kair% arba $ 
dešin%. Žaid"jas, pasuk%s disk#, perskaito jo 
viršutiniame segmente atsiradus$ skai&i! n ir 
j$ prideda prie sumos s (bendros abiems žai-
d"jams). Lošimo pradžioje s = 0, o diskas 
atsisuk%s ties skai&iumi 1. Lošimas baigia-
mas, kai s pasiekia arba viršij# iš anksto 
sutart# skai&i! m (pavyzdžiui, m = 13). 
Laimi tas, kas atlieka paskutin$ "jim#, t. y. 
pasiekia arba viršija m. 

                                                 
52 Panašus uždavinys buvo pateiktas Lietuvos informatikos olimpiadoje III etape 
1998 metais. 

 
92 pav. Disko 

pozicija pradiniu 
momentu 
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93 pav. Pilnas Lošimo disku medis, kai m = 13; medžio lapai  
(t. y. baigiamosios žaidimo pozicijos pavaizduotos pilka spalva, lygini! lygi! 
pozicijos (iš kuri! "jimus atlieka pirmasis žaid"jas), apvestos storesne linija; 
apskritimo viduje #rašyta s reikšm", o ant "jimus žymin$i! briaun! – žaid"jo 

"jimai, t. y. atsukamos disko pozicijos. 
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Analizuosime žaidim! Lošimas disku, kai, pavyzdžiui, m = 13.  

93 paveiksle pateiktas pilnas žaidimo medis. Medis turi 9 lygius – 
tai reiškia, kad galimi ne daugiau kaip 9 "jimai. Bet kuri! žaidimo 
pozicij! nusako pora (s, d), kur s – bendra abiems žaid"jams suma, o 
d – skai#ius, užrašytas ant $ virš% atsisukusio disko segmento. Visas 
medžio pozicijas bandysime skirstyti $ laimin#ias ir pralaimin#ias 
pirmajam žaid"jui (laiminti pirmojo žaid"jo pozicija tuo pa#iu yra 
pralaiminti antrojo žaid"jo pozicija ir atvirkš#iai).  

Prad"kime nuo 9-ojo lygio. Abi pozicijos yra baigiamosios ir 
laimin#ios tam žaid"jui, kuris atliko "jim!, t. y. pirmajam. Lipkime 
aukštyn $ 8-!j$ lyg$, kuriame galimos dvi pozicijos. Iš pirmosios 
pozicijos (s = 12; d = 1) pirmasis žaid"jas gali atlikti tik laimin#ius 
"jimus, taigi ši pozicija yra laiminti pirmajam žaid"jui.  

 

94 pav. Žaidimo medžio fragmentas, pralaimin"ios pirmojo žaid#jo pozicijos 
pažym#tos juodai 
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Tuo tarpu antroji pozicija (s = 14; d = 3) yra baigiamoji žaidimo 
pozicija ir gaunama !jim" atlikus antrajam žaid!jui, taigi ji yra 
pralaiminti pirmojo žaid!jo pozicija. 

7-ajame lygyje yra net 8 žaidimo pozicijos ir tik viena j# (s = 11; 
d = 2) n!ra baigiamoji. Visos baigiamosios pozicijos yra laimin$ios 
pirmajam žaid!jui, nes jos gaunamos pirmajam žaid!jui atlikus 
!jim". O kaip gi su pozicija (s = 11; d = 2)? 

Iš šios pozicijos toliau !jim" atlikt# antrasis žaid!jas. Pasuk%s disk", 
jis gali arba atsukti vienet" ir pakli&ti ' laimin$i" pirmojo žaid!jo 
pozicij", arba atsukti trejet" ir laim!ti pats. Žinoma, žaisdamas 
optimaliai, jis atsuks trejet". Taigi ši pozicija yra pralaiminti pirmojo 
žaid!jo pozicija (94 pav.) 

 

95 pav. Medžio pozicijos analizuojamos iš apa"ios # virš!; pirmojo žaid$jo 
laimin"ios pozicijos žymimos L raide, pralaimin"ios – P raide; jeigu eina 

pirmasis žaid$jas ir galima nors viena laiminti pozicij%, jis j% ir renkasi; jeigu 
eina antrasis žaid$jas ir galima nors viena pralaiminti pirmojo žaid$jo pozicija, 

tai ji ir pasirenkama 
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96 pav. Tas pats žaidimo medis kaip ir 93 pav., tik visos pozicijos suskirstytos " 
laimin#ias ir pralaimin#ias pirmajam žaid$jui; pralaimin#ios pirmojo žaid$jo 
pozicijos pažym$tos juodai; matome, kad jei abu žaid$jai žaidžia optimaliai, 

pirmasis žaid$jas b%tinai laim$s 
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Šis pavyzdys ir paaiškina optimalios žaidimo strategijos esm!: jei 
tarp pozicij", # kurias žaid$jas (nesvarbu kuris) gali pakli%ti atlik!s 
$jim&, yra nors viena laiminti to žaid$jo atžvilgiu, tai tas žaid$jas 
b%tinai j& ir rinksis (95 pav.).  

Likusios pozicijos lipant medžiu aukštyn analogiškai suskirstomos # 
laimin'ias ir pralaimin'ias pirmojo žaid$jo pozicijas (žr. 96 pav.). 

Užkop! iki pirmojo lygio matome, kad abiems žaid$jams žaidžiant 
optimaliai, laim$s pirmasis. 

Išanalizav! žaidimo med# (t.y. kiekvienai pozicijai priskyr! atribut&, 
ar ji laiminti, ar pralaiminti) iš kiekvienos pozicijos galime pasirinkti 
palankiausi& $jim&. Deja, realyb$je pilno žaidimo medžio dažniausiai 
suformuoti nepavyksta, tad apsiribojama tam tikru gyliu, iki kurio 
bus išskleidžiamas medis.  

Pasiekus t& gyl#, žaidimo pozicijos (pavadinkime jas ribin$mis), nors 
ir n$ra baigiamosios, #vertinamos euristiškai. Pozicijos vertinamos 
skai'iais pasirinktame intervale [min_vert", max_vert"]. Sutariama, 
kad pasirinkto žaid$jo (nevarbu kurio) laiminti pozicija bus 
vertinama maksimaliu intervalo skai'iumi max_vert", o pralaiminti – 
minimaliu intervalo skai'iumi min_vert". Šis žaid$jas dar vadinamas 
maksimizuojan#iu žaid$ju, o jo priešininkas – minimizuojan#iu 
žaid$ju.  

Tad kuo geresn$ yra pozicija maksimizuojan'iam žaid$jui, tuo 
aukštesn# #vertinim& ji tur$t" gauti. Ir atvirkš'iai – kuo mažesnis 
pozicijos #vertinimas, tuo pozicija palankesn$ minimizuojan'iam 
žaid$jui. $jimo %ver#iu vadinsime pozicijos, # kuri& pakli%nama tuo 
$jimu, #vertis. 
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Kol kas daugiau nesigilinsime ! tai, kaip gaunami euristiniai pozicij" 
!ver#iai53, tiesiog laikysime, kad pasiek$ ribin$ pozicij% galime gauti 
jos !vert!. 

O kaip gi randamas bet kurios (neb&tinai ribin's ar baigiamosios) 
žaidimo pozicijos !vertis? Tai atlieka MiniMax algoritmas: 
rekursiškai iš viršaus ! apa#i% formuojamas žaidimo medis ir 
vertinamos pozicijos. Jei pozicija P yra baigiamoji arba ribin', tai 
pozicija P !vertinama tiksliai (pirmuoju atveju) arba euristiškai 
(antruoju atveju). Jei pozicija P n'ra baigtin', ir dar galima 
rekursiškai vertinti gilesnes pozicijas, tai išbandomi visi galimi 
'jimai ir išrenkamas bei gr%žinamas geriausio 'jimo !vertis. 

Jei iš pozicijos P atliekant visus !manomus 'jimus galima pakli&ti ! 
pozicijas P1, P2, ...Pk, o ši" pozicij" !ver#iai jau yra žinomi:  
vp1, vp2, vp3, ... vpk, tuomet pozicijos P !vertis yra toks: 

!"

!
#
$

=
žaid. antisminimizuoj eis jei vvv

žaid. jantismaksimizuo eis jeivvv
V

k

k

ppp

ppp
p },...,,,min{

},...,,,max{

21

21  

Kadangi š! algoritm% galima taikyti !vairiausiems žaidimas, tai 
neprisirišime prie konkretaus žaidimo ir algoritm% pateiksime 
pseudokodu54.  

MiniMax(gylis, pozicija, !aid"jas) 
// „gylis“ nurodo iki kokio lygio skleisime žaidimo med" 
// „pozicija“ parodo nuo kokios pozicijos analizuosime žaidim# 
 
    jei !aid"jas yra maksimizuojantis 
        tai gr!"ink Max(gylis, pozicija) 
        kitu atveju gr!"ink Min(gylis, pozicija) 

                                                 
53 Apie euristin! pozicij" vertinim% detaliau kalbama 13.3 skyrelyje.  

54 Pseudokodas yra algoritmo aprašymas, kai naudojami programavimo kalb" 
strukt&riniai elementai, ta#iau praleidžiami kalbai b&dingi sintaks's elementai. 
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Max(gylis, pozicija) 
    jei !aidimas baigtas arba (gylis = 0) 
        tai gr!"ink !vertinimas(pozicija, mini_zaid) 
        // "vertinama pozicija, kai paskutin" #jim$ atliko 
        // minimizuojantis žaid#jas 
    kitu atveju 
        geriausias := MIN_VERT" 
        kiekvienam galimam #jimui e 
            atlik #jim$(e, pozicija) 
            %vertis := Min(gylis – 1, pozicija) 
            jei %vertis > geriausias tai 
                geriausias = %vertis 
            at&auk #jim$(e, pozicija) 
        gr!"ink geriausias 
 
Min(gylis, pozicija) 
    jei !aidimas baigtas arba (gylis = 0) 
        tai gr!"ink !vertinimas(pozicija, max_zaid) //**55 
        // "vertinama pozicija, kai paskutin" #jim$ atliko 
        //maksimizuojantis žaid#jas 
    kitu atveju 
        geriausias := MAX_VERT"                   //** 
        kiekvienam galimam #jimui e 
            atlik #jim$(e, pozicija) 
            %vertis := Max(gylis – 1, pozicija)   //** 
            jei %vertis < geriausias tai          //** 
                geriausias = %vertis 
            at&auk #jim$(e, pozicija) 
        gr!"ink geriausias 

Realiose situacijose žaidimo pozicija dažnai nusakoma sud!tinga 
duomen" strukt#ra ir ji neperduodama per parametrus, bet pasiekia-
ma kaip globalusis kintamasis.  

Pritaikysime š$ algoritm% Lošimui su disku. Kol kas detaliau nesiaiš-
kinome, kaip euristiškai vertinti pozicijas, ta&iau, kaip mat!me, kai 

                                                 
55 Tokiu komentaru pažym!tos tos proced#ros Min eilut!s, kurios skiriasi nuo 
proced#ros Max. 
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m = 13, žaidimo med! galima išskleisti pilnai. Tad realizuodami al-
goritm" taip pat laikysime, kad žaidimo med! galima pilnai išskleisti. 
Žaidžiant š! žaidim" galimi tik du skirtingi pozicij# !ver$iai – lai-
minti ir pralaiminti (lygi#j# b%ti negali), tad pozicijas vertinsime ne 
skai$iais, o login&mis reikšm&mis: „minimali“ pozicijos vert& bus 
false, „maksimali“ – true. 

const M = 13; { š" skai#i! pasiek$s ar viršij$s, žaid%jas laimi } 
 
type Tpozicija = record 
         s, d : integer; 
         { s ir d nusako konkre#i& žaidimo pozicij& } 
     end; 
 
procedure atlik_!jim"(sukti_pirmyn : boolean; 
                      var p : Tpozicija); 
begin 
    if sukti_pirmyn then 
        p.d := (p.d + 4) mod 6 + 1 
    else 
        p.d := p.d mod 6 + 1; 
    p.s := p.s + p.d; 
end; 
 
procedure at#auk_!jim"(sukti_pirmyn : boolean; 
                       var p : Tpozicija); 
begin 
    p.s := p.s - p.d; 
    if sukti_pirmyn then 
        p.d := p.d  mod 6 + 1 
    else 
        p.d := (p.d + 4) mod 6 + 1; 
end; 
 
function Min(pozicija : TPozicija) : boolean; forward; 
 
function Max(pozicija : TPozicija) : boolean; 
{ randa pozicijos "vert" (ar tai laiminti pirmojo žaid%jo pozicija),  
  jei %jim& iš jos atlieka pirmasis (maksimizuojantis) žaid%jas } 
 
var sukti_pirmyn, $vertis : boolean; 
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begin 
    if pozicija.s >= M then { jei žaidimas baigtas } 
        Max := false 
        { nes paskutin" #jim$ atliko antrasis žaid#jas } 
    else begin 
        Max := false; 
        for sukti_pirmyn := false to true do begin 
             atlik_!jim"(sukti_pirmyn, pozicija); 
             #vertis := Min(pozicija); 
             if (Max = false) and (#vertis = true) 
             then { jei Max < "vertis } 
                 Max := #vertis; 
             at$auk_!jim"(sukti_pirmyn, pozicija); 
        end; 
    end; 
end; 
 

 
function Min(pozicija : TPozicija) : boolean; 
{ randa pozicijos "vert" (ar tai laiminti pirmojo žaid#jo pozicija), 
  jei #jim$ iš jos atlieka antrasis (minimizuojantis) žaid#jas } 
 

var sukti_pirmyn, #vertis : boolean; 
begin 
    if pozicija.s >= M then { jei žaidimas baigtas } 
        Min := true  
        { nes paskutin" #jim$ atliko pirmasis žaid#jas } 
    else begin 
        Min := true; 
        for sukti_pirmyn := false to true do begin 
            atlik_!jim"(sukti_pirmyn, pozicija); 
            #vertis := Max(pozicija); 
            if (Min = true) and (#vertis = false) 
            then { jei Min > "vertis } 
                Min := #vertis; 
            at$auk_!jim"(sukti_pirmyn, pozicija); 
         end; 
    end; 
end; 
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function MiniMax(!aid"jas : integer; 
                 pozicija : Tpozicija) : boolean;  
{ randa pozicijos "vert" („true“, jei tai laiminti pirmojo žaid#jo pozicija 
  ir „false“ priešingu atveju }  
 
begin 
    if !aid"jas = 1 then 
        { jei #jim$ atliks pirmasis (maksimizuojantis) žaid#jas } 
        MiniMax := Max(pozicija) 
    else 
        MiniMax := Min(pozicija); 
end; 

13.3 Euristinis pozicij! vertinimas bei iteratyvus 
paieškos gilinimas 

Kaip jau min!ta, dažnai pilno žaidimo medžio suformuoti 
nepavyksta ir pasiekus ribin" gyl" žaidimo pozicijas tenka vertinti 
euristiškai. Jeigu med" galima išskleisti pilnai, užtenka trij# tip# 
pozicij#: laimin$i#, pralaimin$i# ir lygi#j#. Tuo tarpu euristinis 
pozicijos vertinimas yra kur kas sud!tingesnis. Tai atliekant reikia 
panaudoti kuo daugiau žini# apie konkret# žaidim%.  

Euristinis pozicijos "vertis gaunamas žaidimo pozicij% "vertinant 
skai$iumi. Maksimizuojantis ir minimizuojantis žaid!jai turi vertinti 
žaidim% analogiškai. Pavyzdžiui, vienas žaid!jas mano, kad yra 
geroje pozicijoje, tai jo oponentas turi manyti, kad jis (t. y. 
oponentas) yra prastoje pozicijoje. 

Euristiškai vertinant pozicijas dažniausiai sudaroma tokio tipo 
"vertinimo funkcija:  

%vertis(pozicija) = K1Ž1 + K2Ž2 + K3Ž3 +...+ KnŽn, 
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kur Ži yra skai!iais išreikštos tam tikros žinios apie žaidim", 
#vertinan!ios pozicij" kažkokiu konkre!iu aspektu, o Ki – 
koeficientai, suteikiantys žinioms skirting" svor#. 

Euristin$s #vertinimo funkcijos dažniausiai turi d$menis, kuriuose 
kaupiamos tokio tipo žinios apie žaidim": 

• material!s "ver#iai; pavyzdžiui, šachmat% ar šaški% fig&r% 
skai!ius lentoje arba savo ir priešininko fig&r% kieki% 
skirtumas (šachmatuose kiekvienos r&šies fig&rai dažnai 
suteikiamas svoris); 

• erdv$; kai kuriuose žaidimuose yra labai svarbu, kiek 
erdv$s kontroliuoja vienas ar kitas žaid$jas, taigi žaid$jo 
kontroliuojam" erdv' galima išreikšti skai!iumi ir #traukti # 
#vertinimo funkcij"; 

• mobilumas; kiek $jim% galima atlikti iš esamos pozicijos; 
t. y. tik$tina, kad jei turite daugiau galimybi% paeiti, didesn$ 
tikimyb$, kad bent vienas ši% $jim% nuves # ger" pozicij"; šis 
#vertis nepasitvirtino kuriant šachmat% žaidimo algoritmus, 
ta!iau pasirod$ labai naudingas žaidžiant, pavyzdžiui, Otelo;  

• tempas; kai kuriuose žaidimuose yra svarbu tai, kuris 
žaid$jas turi iniciatyv", o kuris tik atsako # priešininko 
$jimus (pavyzdžiui, galb&t j&s% fig&ra yra puolama ir jai teks 
trauktis); 

• gr$sm$s; kiek j&s% fig&r% yra puolama, gal gali atsitikti dar 
kažkas negero, pavyzdžiui, p$stininkas taps valdove arba 
oponentas užims dal# j&s% teritorijos; 
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• forma; kai kuriuose žaidimuose yra gan svarbu, kaip 
išsid!st" fig#ros; pavyzdžiui, šachmatuose gretimuose 
stulpeliuose vienas paskui kit$ stovintys p!stininkai laikomi 
stipresne kombinacija, nei tame pa%iame stulpelyje esantys 
p!stininkai; 

• išskirtin!s situacijos; beveik kiekviename žaidime 
pasitaiko išskirtini& situacij&, kuriose žmogus žino, kaip 
geriausia sužaisti; kartais verta paaukoti fig#r$ ir taip laim!ti 
dar daugiau; tam tikros išskirtin!s situacijos taip gali b#ti 
'trauktos ' euristin' vertinim$. 

Deja, kuo daugiau žini& apie žaidim$ 'traukiame ' program$, tuo l!-
%iau programa veikia. Greit$ ir prastai žaidžian%i$ program$ galima 
pagerinti ' algoritm$ 'traukiant daugiau žini& apie žaidim$. Ta%iau 
šios papildomos žinios gali padaryti program$ l!tesne (per leistin$ 
laik$ sp!jan%i$ išanalizuoti mažiau žaidimo lygi&) ir tada ji gali žaisti 
netgi pras%iau nei prieš tobulinim$. Taigi reikia išlaikyti tinkam$ 
balans$ tarp efektyvumo ir žini&. 

O kaip gi apskai%iuoti ribin' gyl', kur' pasiekus reikt& daugiau 
nebesipl!sti ir prad!ti vertinti pozicijas euristiškai? Programuojant 
žaidim& algoritmus taikoma gan paprasta strategija: MiniMax 
algoritmas 'vykdomas analizuojant pozicijas iki pirmojo gylio, po to 
(jeigu dar užtenka laiko) – MiniMax algoritmas vykdomas iš naujo, 
tik pozicijos analizuojamos iki antrojo gylio, tuomet – jei dar 
užtenka laiko – iki tre%iojo gylio ir taip toliau, kol išnaudojami laiko 
ar atminties limitai. Tai ir yra iteratyvus paieškos gilinimas. Toliau 
pateiktas algoritmas atlieka iteratyv& paieškos gilinim$ maksimi-
zuojan%iam žaid!jui.  
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Rask_!jim"(pozicija, #aid!jas) 
    gylis = 0 
    kol neu#trukta daug laiko 
        gylis = gylis + 1 
        pozicija := PRADIN$ 
        geriausias_%vertis := MIN_VERT$ 
        kiekvienam galimam !aid"jo "jimui e 
            atlik !jim"(e, pozicija) 
            %vertis :=  
                Minimax(gylis, pozicija, #aid!jas); 
            jei %vertis > geriausias_%vertis 
                tai geriausias_%vertis := %vertis 
                    geriausias_!jimas := e 
            at&auk !jim"(e, pozicija) 
    gr#!ink geriausias_!jimas 

Tai gali pasirodyti labai neefektyvu, mat vykdant kit! iteracij! 
ankstesni skai"iavimai nepanaudojami. Iš ties# tai n$ra taip 
neefektyvu kaip atrodo iš pirmo žvilgsnio, kadangi nagrin$jam# 
pozicij# skai"ius didinant gyl% auga eksponentiškai. Taigi laikas, 
reikalingas algoritmo vykdymui iki gylio n, yra dažniausiai daug 
didesnis už laik!, reikaling! paieškai iki gylio n – 1. Tarkime, kad 
kiekviename lygyje iš kiekvienos pozicijos galima atlikti m $jim#. 

Tuomet paieškai iki gylio n užtrunkama 

O(1 + m + m2 + m3 + ...+ mn) = O((mn+1 – 1)/(m – 1)) = O(mn). 

Jei paieška bus gilinama iteratyviai, tuomet bus užtrunkama 

O(1 + (1 + m) + (1 + m + m2) + … + (1 + m + m2 + … + mn)) =  
O((mn+2 – 1)/(m – 1)2 – (n – 1)/(m – 1)) = O(mn). 

13.4 Alfa-Beta atkirtimas 

Minimax paieška n$ra efektyvi, nes išnagrin$jami visi galimi $jimai, 
o j# kiekis, ieškant gilyn, auga eksponentiškai. Ta"iau ar b&tina 
išanalizuoti visus galimus $jimus ir rasti kiekvieno $jimo (tiksliau 
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pozicijos, ! kuri" pakli#vama atlikus t" $jim") !vert!? Panagrin$kime 
97 paveiksle pateikt" situacij". 

Ši pozicija yra laiminti 
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97 pav. Pavyzdys, kai neb"tina analizuoti vis! žaidimo pozicij!; 
laiminti pirmojo žaid#jo pozicija pažym#ta L raide, pralaiminti – P raide 

Matome, kad dar neišanalizavus viso žaidimo medžio galima 
nustatyti, kur! $jim" pasirinks vienas ar kitas žaid$jas ir 
nebeanalizuoti dalies $jim&. Kitaip sakant galima atkirsti kai kurias 
žaidimo medžio šakas. Atkirtimas gali b#ti taikomas ir tiems 
žaidim& medžiams, kuriuos pavyksta pilnai išskleisti, ir tiems, kuri& 
pozicijos vertinamos euristiškai. 

Atkirtim" realizuoja Alfa-Beta algoritmas, kuris grindžiamas tokia 
id$ja: jei jau rastas neblogas $jimas e, ir matosi, kad kitas šiuo metu 
analizuojamas $jimas nuves ! blogesn' pozicij", nei b#t& galima 
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pasiekti pasirinkus e, tuomet pozicijos, (ir tolesni! "jim! iš jos) # 
kuri$ pakli%nama tuo kitu "jimu, galima nebenagrin"ti. 

Pasteb"sime, kad Alfa-Beta algoritmas savo esme yra Minimax 
algoritmas, papildytas dviem atkirtimo kriterijais. Minimax 
algoritmas analizuoja visus galimus "jimus iš konkre&ios pozicijos ir 
parenka "jim$ su palankiausiu #ver&iu, o Alfa-Beta atkirtimo 
algoritmas neanalizuoja "jim!, jei mato, kad j! #ver&iai bus prastesni 
už palankiausi$ iki šiol rast$ #vert#. 

Eina maksimizuojantis 
žaid"jas

14

14 18 16

Eina minimizuojantis žaid"jas

5 14 8 10
... ... ...

...

...

Eina maksimizuojantis 
žaid"jas

?

?

Maksimizuojantis žaid"jas 
jau užsitikrino vert' 14

...

?

!14

98 pav. Maksimizuojantis žaid"jas gali parinkti toki# "jim! sek#, kad nesvarbu 
kaip žaist! jo priešininkas, maksimizuojantis žaid"jas pasieks pozicij#, kurios 

vert" lygi ! 14, t. y. jis užsitikrino vert$ 14 
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Sutarsime sakyti, kad žaid!jas užsitikrino vert" v, jeigu jis gali 
parinkti toki# !jim$ sek#, kad nesvarbu kaip žaist$ jo priešininkas, 
žaid!jas pasieks pozicij#, kurios vert! lygi v arba dar palankesn!, t. y. 
didesn! už v, jei tai maksimizuojantis žaid!jas arba mažesn! už v, jei 
tai minimizuojantis žaid!jas (98 pav.). 

Eina maksimizuojantis žaid!jas

14

14 18 16

Eina minimizuojantis žaid!jas

!14

5 14 8 10
... ...

...

...

...

Eina maksimizuojantis žaid!jas

?

?

Maksimizuojantis žaid!jas jau 
užsitikrino vert" alfa =14

...

Eina minimizuojantis žaid!jas

10

"10

...
 

99 pav. Maksimizuojantis žaid"jas gali parinkti toki# "jim! sek#, kad nesvarbu 
kaip žaist! jo priešininkas, maksimizuojantis žaid"jas pasieks pozicij#, kurios 

vert" lygi ! 14, t. y. jis užsitikrino vert$ 14 

Alfa-Beta algoritmas operuoja parametrais alfa ir beta. Parametre alfa 
saugoma minimali vert!, kuri# jau užsitikrino maksimizuojantis 
žaid!jas konkre%iai pozicijai P, o parametre beta – maksimali vert!, 
kuri# tai pa%iai pozicijai užsitikrino minimizuojantis žaid!jas. 
Pradiniu momentu alfa reikšm! lygi min_vert", o beta – max_vert". 
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Eina minimizuojantis žaid!jas

12

5 12 4

Eina maksimizuojantis žaid!jas

!12

5 14 8 10
... ...

...

...

...

Eina minimizuojantis žaid!jas

?

?

Minimizuojantis žaid!jas jau 
užsitikrino vert" beta =12

...

Eina maksimizuojantis žaid!jas

14

"14

...
 

100 pav. Minimizuojantis žaid"jas gali parinkti toki# "jim! sek#, kad nesvarbu 
kaip žaist! jo priešininkas, minimizuojantis žaid"jas pasieks pozicij#, kurios 

vert" lygi ! 12, t. y. jis užsitikrino vert$ 12 

Kadangi maksimizuojantis žaid!jas renkasi !jimus su kuo didesniu 
#ver$iu, o minimizuojantis – su kuo mažesniu, tai maksimizuojantis 
žaid!jas siekia, kad alfa reikšm! b%t& kuo didesn!, o jo oponentas – 
kad beta reikšm! b%t& kuo mažesn!.  

Sakykime, jau išnagrin!ta dalis žaidimo medžio ir maksimizuojantis 
žaid!jas užsitikrino alfa vert". Ta$iau tikintis dar geresnio rezultato, 
nagrin!jama ir likusi medžio dalis. 

Tarkime, kad bet kur toliau medyje minimizuojan$iam žaid!jui 
atlikus !jim' iš pozicijos P pakli%ta # pozicij' P', o pastarosios vert! 



Strategini! stalo žaidim! algoritmai 

 225 

vP' yra mažesn! už alfa. Tuomet akivaizdu, kad minimizuojantis 
žaid!jas iš pozicijos P rinkdamasis !jim" su kuo mažesne verte 
pasieks, kad vP < alfa. Taigi pozicija P maksimizuojan#iam žaid!jui 
nebe$domi ir likusi% !jim% iš P galima nebenagrin!ti (99 pav.). 

Tarkime, kad bet kur toliau medyje maksimizuojan#iam žaid!jui 
atlikus !jim" iš pozicijos P pakli&ta $ pozicij" P', o pastarosios vert! 
vP' yra didesn! už beta, tuomet akivaizdu, kad maksimizuojantis 
žaid!jas iš pozicijos P rinkdamasis !jim" su kuo didesne verte 
pasieks, kad vP > beta. Taigi pozicija P minimizuojan#iam žaid!jui 
nebe$domi ir likusi% !jim% iš P galima nebenagrin!ti (100 pav.). 

Alfa-Beta(gylis, pozicija, !aid"jas) 
{ „gylis“ nurodo iki kokio lygio skleisime žaidimo med" 
  „pozicija“ parodo nuo kokios pozicijos analizuosime žaidim# } 
    jei !aid"jas yra maksimizuojantis 
        tai gr!"ink 
            Alfa-Beta-Max(gylis, pozicija, MAX_VERT#) 
            { perduodama MAX_VERT$, taigi šioje pozicijoje nebus 
             vykdomas atkirtimas } 
        kitu atveju gr!"ink 
            Alfa-Beta-Min(gylis, pozicija, MIN_VERT#) 
            { perduodama MIN_VERT$, taigi šioje pozicijoje nebus 
             vykdomas atkirtimas } 
 
Alfa-Beta-Max(gylis, pozicija, beta) 
    jei !aidimas baigtas arba (gylis = 0) 
        tai gr!"ink !vertinimas(pozicija, mini_zaid) 
    kitu atveju 
        alfa = MIN_VERT# // alfa – lokalus kintamasis 
        kiekvienam galimam #jimui e 
            atlik "jim$(e, pozicija) 
            %vertis := Alfa-Beta-Min( 
                gylis – 1, pozicija, alfa) 
            at&auk "jim$(e, pozicija) 
            jei beta <= %vertis 
                tai gr!"ink alfa // atliekamas atkirtimas 
            jei %vertis > alfa 
                tai alfa = %vertis 
        gr!"ink alfa 
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Alfa-Beta-Min(gylis, pozicija, alfa) 
{ alfa ir beta yra lokal"s kintamieji } 
    jei !aidimas baigtas arba (gylis = 0) 
       tai gr!"ink !vertinimas(pozicija, max_zaid) 
    kitu atveju 
        beta = MAX_VERT" // beta – lokalus kintamasis 
        kiekvienam galimam #jimui e 
            atlik #jim$(e, pozicija) 
            %vertis := Alfa-Beta-Max( 
                gylis – 1, pozicija, beta) 
            at&auk #jim$(e, pozicija) 
            jei %vertis <= alfa 
                tai gr!"ink beta // atliekamas atkirtimas 
            jei %vertis < beta  
                tai beta = %vertis 
        gr!"ink beta 

 

Alfa-Beta atkirtimo efektyvumas labai priklauso nuo to, kokia tvarka 
nagrin!jami !jimai. Jeigu vis" laik" pirmiau aptinkami blogaiausi 
!jimai, tokiu atveju algoritmas veiks lygiai taip pat, kaip ir Minimax 
algoritmas ir iš esm!s atkirtimas niekada nebus atliktas. Tod!l 
tvarka, kuria perži#rimi !jimai labai svarbi atliekant Alfa-Beta 
atkirtim". 
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