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IVADAS

Cia reikia bégti kiek jkabini, kad issilaikytum toje pacioje vietoje.
O jei nori patekti kur nors kitur, reikia bégti dvigubai greiciau.
Luisas Kerolis, ,,Alisa veidrodziy karalystéje*

Si knygelé skirta moksleiviams, kurie ruosiasi dalyvauti infor-
matikos olimpiadose. Galima svarstyti ir gincytis, ka reiskia
zodis informatika, taciau pasauliniy olimpiady kontekste infor-
matikos olimpiada — tai pirmiausia jdoms algoritmavimo uz-
daviniai, kuriems iSspresti reikia ne tik iSmanyti jvairius algo-
ritmus, bet ir rasti jdomiy, netradiciniy sprendimy bei suge-
béti per keleta valandy ,,materializuoti savo idéjas veikiancio-
mis programomis.

Informatikos olimpiados jau beveik dvidesimt mety kasmet
rengiamos Lietuvoje ir beveik tiek pat mety geriausi Naciona-
linés informatikos olimpiados dalyviai atstovauja Lietuvai Bal-
tijos bei pasaulinése informatikos olimpiadose. Knygeléje apra-
Syti svarbts algoritmai ir metodai, kuriuos turéty zinoti kiek-
vienas norintis sékmingai dalyvauti Siose olimpiadose. Tiesa,
Cia néra griezty algoritmy teisingumo jrodymuy, kurie pateikia-
mi aukstyjy mokykly vadovéliuose. Algoritmy teisingumas
dazniausiai grindziamas intuityviai, o teorija iliustruojama
konkreciais uzdaviniais, paimtais i§ realiy olimpiady. Leidinyje
pateikéme sutrumpintas uzdaviniy salygas, atmete daug deta-
liy, susijusiy su automatiniu programy testavimu. Dauguma
sprendimy pateikti kaip Paskalio kalbos' procediiros ar funkci-
jos, stengiantis kuo maziau prisiristi prie konkrecios

1 Knygeléje pateiktos programos kompiliuotos Free Pascal kompiliatoriumi, kuris
naudojamas ir tarptautinése olimpiadose (www.freepascal.org).


http://www.freepascal.org

programavimo kalbos subtilumy. Tad leidinys puikiausiai tiks
ir programuojantiems kitomis programavimo kalbomis.

Tikimés, kad knygelé bus pirmasis rengimosi informatikos
olimpiadoms etapas. Ji jveikus dar bus ilgas kelias, kuriame
teks spresti daugybe jdomiy uzdaviniy ir kuriuo reikés beégti
dvigubai greic¢iau, norint pasiekti daugiau.

Uz vertingas pastabas ir pagalbg rengiant §j leidinj nuosirdziai
dékojame Justui Kranauskui, Martynui Kriaucitnui bei

Mindaugui Plukui.

Autoriai
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1 INTUITYVIOS ALGORITMO IR ALGORITMO
SUDETINGUMO SAVOKOS

1.1 Algoritmas

Languages come and go, but algorithms stand the test of time.
Programavimo kalbos atsiranda ir isnyksta,

bet algoritmai islieka ilgam.

Donaldas Knutas (Donald Knuth)

Algoritmo sgvoka atsirado daugiau kaip prie§ tokstantj mety,
o pats zodis kilo i§ IX a. persy matematiko
Mohamedo ibn Musos al Chorezmio
(Al-Khwarizmi) vardo. Algoritmu sutarta
vadinti seka elementariy veiksmy,
pradinius duomenis pavercianciy re-
zultatais. Algoritmas yra teisingas, jei su
visais pradiniais duomenimis baigia darbg ir
gaunami teisingi rezultatai.

Koks algoritmas yra geras? | §j klausimg
puikiai atsakyta jau klasika tapusioje knygo-

1 pav. Mohamedas ibn
je ., Ivadas j algoritmus® [2]: Musa al Chorezmis

Geras algoritmas — kaip astrus peilis — atlieka tiksliai tai, kg turi
atlikti, su minimaliomis pastangomis. Netinkamo algoritmo naudojimas
problemai spresti  primena bandymg perpjauti kepsnj atsuktuvu:
anksciau ar véliau gali pavykti pasiekti patenkinamg rezultatg, taciau
teks isnaudoti daug daugiau pastangy negu biuitina, ir pats rezultatas
nekels estetinio pasigéréjimo.

Geras algoritmas turi buti teisingas ir efektyvus laiko ir atminties
pozitriu. Jis taip pat turi biiti lengvai realizuojamas, t. y. uzrasomas
realia programavimo kalba. Dazniausiai visy tiksly pasiekti nepa-
vyksta ir tenka nusileisti iki kompromiso. Mokslininkai teoretikai

1



Intuityvios algoritmo bei algoritmo sudétingumo sguokos

linke skirti démesj teisingumui ir efektyvumui, nes jie retai patys
programuoja savo algoritmus. Tuo tarpu industrija renkasi vadina-
majj greitg ir purving (angl. Quick and Dirty) darbo principa: bet
kokia programa, kuri pateikia priimtinus rezultatus ir pernelyg
nesulétina darbo, yra tinkama, nepaisant to, kad gali buti ir geresnis
algoritmas.

Atskirai paminésime euristinius algoritmus. Ne visiems uzdaviniams
spresti sugalvoti efektyvis algoritmai, o teisingi, bet neefektyvis
algoritmai praktiskai nepritaikomi, nes jy vykdymas uztrukty per
ilgai, pavyzdziui, kelis Simtmecius. Jei uzdavinj vis délto reikia
spresti, galvojami spartlis algoritmai, kurie nebttinai suranda tiksly
sprendinj, taciau rastasis sprendinys dazniausiai yra artimas ieSkoma-
jam. Tokie optimizmu grjsti algoritmai vadinami euristiniais algo-
ritmais arba tiesiog euristikomis.

Is tiesy skyrelio pradzioje pateiktas algoritmo apibréZimas téra intui-
tyvi ir matematiskai netiksli algoritmo savoka'. Tac¢iau mums jos pa-
kaks.

1.2 Algoritmo sudétingumas

Kaip jau minéjome, yra uzdaviniy, kuriy kompiuteris negali iSspresti
per priimting laikg, ir baty neiSmintinga viltis, kad kompiuteriai gali

1 Tikslios algoritmo savokos prireiké matematikams, panorusiems jrodyti, kad néra
algoritmo, sprendziancio duotgjj uzdavinj. 20-ajame amziuje daug matematiky ie$-
kojo budo tiksliai apibrézti algoritmo savoka. Galima sakyti, jog jiems pavyko.
1936 m. amerikie¢iy matematikas A. Cercas (A. Church) paskelbé teze, teigiancia,
jog jo apibrézta daliniy rekursyviyjy funkcijy (DRF) klasé sutampa su algoritmis-
kai apskai¢iuojamy funkcijy klase. Taciau tezés jrodyti negalima, kadangi nejmano-
ma palyginti matematiskai tikslios ir intuityviai suprantamos funkcijy klasiy. Kita
vertus, niekam nepavyko rasti algoritmo (intuityvigja prasme), kurio nebuty galima
realizuoti kaip DRF, o visos DRF apskaiCiuojamos algoritmais intuityvigja prasme,
todel Cerlo tezé visuotinai laikoma teisinga.

2



Intuityvios algoritmo bei algoritmo sudétingumo sguokos

greitai atlikti bet kokius skaiciavimus. Todél svarbu mokéti jvertinti
algoritmo sudétinguma, t.y. nustatyti, kiek laiko ir atminties
istekliy prireiks algoritmo vykdymui.

Kas gi yra spartus algoritmas? Kuo didesnis pradiniy duomeny
kiekis (arba dydis), tuo ilgiau veikia programos, apdorojancios Siuos
duomenis. Taigi algoritmas yra spartus, jei ganétinai greitai apdoroja
didelius duomeny kiekius. Negalime sakyti, kad vienas rikiavimo
algoritmas spartesnis uz kita, jei pirmasis 10 skaiciy isrikiavo
greiciau nei antrasis. Kas kita, jei tenka rikiuoti labai daug skaiciy.
Apskritai konkretus laiko jverciai dazniausiai neteikia naudos,
kadangi priklauso nuo daugybés veiksniy — techniniy kompiuterio
parametry, algoritmo realizacijos, kompiliatoriaus nustatymuy ir pan.

Daug svarbiau zinoti, kaip algoritmo vykdymui reikalingi laiko ir
atminties iStekliai priklauso nuo pradiniy duomeny kiekio.
Zinodami, kad rikiavimo algoritmo atliekamy veiksmy skaicius
didéja proporcingai rikiuojamos sekos ilgio kvadratui, galésime
nuspresti, ar toks efektyvumas priimtinas.

Algoritmo sudétingumas laiko atzvilgiu vertinamas funkcija, api-
bréziancia atliekamy veiksmy skaiciaus priklausomybe nuo pradiniy
duomeny dydzio. Algoritmo sudétingumas atminties atzvilgiu
vertinamas funkcija, apibréziancia reikalingos atminties kiekio pri-
klausomybe nuo pradiniy duomeny dydzio.

Kas yra pradiniy duomeny dydis? Tai priklauso nuo paties algorit-
mo. Pavyzdziui, daznam rikiavimo algoritmui duomeny dydj api-
brézia rikivojamy skai¢iy kiekis, bet ne patys skaiciai. Taciau yra ri-
kiavimo algoritmy, kuriy efektyvumas priklauso ir nuo paciy rikiuo-
jamy skaiciy, todél Siuo atveju duomeny dydis papildomas ir maksi-
malia rikiuojamy skaiciy reiksme.
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1.3 Kaip jvertinti algoritmo sudétinguma

Nattaralus budas jvertinti algoritmo sudétinguma — apskaiciuoti,
kiek elementariy veiksmy (aritmetiniy operacijy, kreipimysi j at-
mintj) jis atlieka. Susitarsime, kad visi elementarts veiksmai jvykdo-
mi vienodai greitai’. Zinodami, kiek vidutini§kai elementariy veiks-
my per sekunde atlieka kompiuteris, galésime jvertinti vykdymui
reikalingg laikg. Panagrinékime programos fragments, randantj
kvadratinéje nxn lenteléje surasyty skaiciy suma, ir suskai¢iuokime
atliekamy elementariy veiksmy skaiciy.

suma := 0; // atliekamas vieng kartg
read (n) ; // vieng kartg
for i := 1 to n do // n karty
for j := 1 to n do begin // n’ karty
read(a) ; // n’ karty
suma := suma + a; // n’ karty
// (priskyrimas ir sumavimas)
end;
writeln (suma) ; // vieng kartg

Elementariy veiksmy skai¢ius lygus 1 + 1 +n +n°+n’+ 2n°+ 1 =
4n”+ n + 3. Ji nusako funkcija f(n) = 4n°+ n + 3. Tai ir yra Sio
fragmento sudétingumas laiko atzvilgiu.

Jei paimtuméte kurig nors savo programag ir pabandytumeéte
pakartoti Siuos zingsnius, tikriausiai susiimtumeéte uz galvos! Kaip
skaiciuoti, jei programoje yra ciklas while ar naudojama rekursija,

2 Toks modelis kartais kritikuojamas, nes vieni elementars veiksmai jvykdomi
grei¢iau negu kiti. Pavyzdziui, skaiciy perskaityti i failo trunka ilgiau nei ta patj
skaiciy perskaityti i$ operatyviosios atminties. Keliy knygy apie algoritmus autorius
prof. S. Skienna drgsiai atremia tokia kritika: Visi Zinome, kad Zemé yra apuvali, taciau
statydami namg laikome jg plokscia ir toks modelis mums puikiausiai tinka. Tas pats
galioja ir Siuo atveju. (6]
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Intuityvios algoritmo bei algoritmo sudétingumo sguokos

jei priklausomai nuo jvairiy salygy vieng kartg atliekami vieni, o
kitg — kiti veiksmai.

Panagrinékime kurj nors rikiavimo algoritma. Jei pradiniai duome-
nys sudaro surikiuoty sekg, tikriausiai bus atliekama maziau veiks-
my, negu rikiuojant atsitiktine seka. Tad atliekamy elementariy
veiksmy skaicius gali priklausyti ne tik nuo pradiniy duomeny kie-
kio, bet ir nuo padiy duomeny.

Dél siy priezas¢iy daznai skai¢iuojama, kiek veiksmy bus atliekama
blogiausiu atveju, t. y. kiek daugiausiai elementariy veiksmy gali
tekti atlikti vykdant algoritmg.

Kiekvienos programos veikimg nusakys vis kitokia funkcija. Tiksliai
suskaiciuoti elementariy veiksmy kiekj didesnéms programoms biity
sudétinga. Laimei, to daryti neteks! Panagrinékime, kaip didéjant n
auga kiekvienas i§ démeny. Kai n = 1, démenys lygts 4, 1 ir 3, kai
n =10, jie atitinkamai lygtis 400, 10 ir 3, kai n = 1000, gauname
4 000 000, 1000 ir 3. Matome, kad didéjant n labiausiai didéja tik
pirmasis démuo, o kiti démenys — labai nezymiai. Kadangi
kiekvienas démuo tiesiogiai reiskia elementariy veiksmy skaiciy, du
mazesniuosius démenis galime atmesti. Laikas, sugaistas atlikti 1003
veiksmams, yra nereikSmingas palyginti su laiku, reikalingu atlikti
keturiems milijonams veiksmy.

Taigi, augant pradiniams duomenims (n), algoritmo atliekamy ele-
mentariy veiksmy skaicius vis labiau priklausys nuo greiciausiai
augancio funkcijos démens, t.y. nuo 4n”. Natiiralu vietoj funkcijos
f(n) = 4n” + n + 3 toliau nagrinéti paprastesne funkcija g(n) = 4n”.

Tai dar ne viskas. Padidinus n desimt karty, vykdymo laikas padidés
Simtgkart. Palyginus su tuo, vykdymo laiko padidéjimas keturis
kartus yra neesminis. Taigi galime atmesti konstanta prie n” ir tarti,
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kad elementariy veiksmy skai¢iy pakankamai gerai nusako dar
paprastesné funkcija h(n) = n”.

Mokslininkai  rasyty, kad nagrinéto programos fragmento
sudétingumas yra O(n”). Mat visur, kur kalbama apie algoritmy
sudétingumg, naudojamas didzZiosios O Zyméjimas.

1.4 Didziosios O Zzyméjimas
Formaliai algoritmo sudétingumas apibréziamas taip:

Tarkime, pradiniy duomeny dydis yra n, o algoritmo atliekamy
elementariy veiksmy skaiCius — g¢(n). Sakysime, jog algoritmo
sudétingumas yra O(f(n)) (rasome g(n) = O(f(n))), jei egzistuoja
tokie skaiciai ¢ ir n,, su kuriais visiems n > n, galioja nelygybés:
0 < g(n) < cf(n).

Geriau suprasti §j apibrézima padés 2 paveiksle pateikti funkcijy f ir
¢ grafikai.

Sis formalus apibrézimas reiskia, kad, augant n, funkcija g(n) auga
ne sparCiau nei funkcija

f(n).

et

26)

Sutartiniu didziosios O

Zyméjimu paprastai paro-
doma, kaip elgsis algorit-
mas didéjant pradiniams
duomenims, t.y. kaip
augs algoritmui reikalin-
gos atminties dydis arba
vykdymo laikas.

2 pav. g(n) = O(f(n))
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Panagrinékime dar keletg pavyzdziy:

3n*+ 2n + 20 = O(n?),
n + 10 000 = O(n),

n + 10 000 = O(n*) (pagal apibréZimg teisingas teiginys, taciau

parankesné praeita lygybé),

2"+ n' = O(2").
Jei algoritmo sudétingumas nepriklauso nuo duomeny kiekio
(t. y. jis pastovus, konstantinis), tai jj zymésime O(1). PavyzdZiui,
atminties, kurig naudoja nagrinétas programos fragmentas, dydis
lygus O(1).

Pradiniy duomeny dydj gali nusakyti ne vienas, o keli kintamieji.
Tokiu atveju didziosios O Zyméjimas apraso sudétingumo augimg
didéjant visiems parametrams. Pavyzdziui, galimi tokie algoritmo
sudétingumo variantai: O(2""™), O(L°W + W*°L).

Nusakant algoritmy sudétingumg daznai teks susidurti su Siomis
funkcijomis:

O(1) (konstantinis), O(log n) (logaritminis®), O( \/;) (3akninis®),
O(n) (tiesinis), O(nlog n), O(n®) (kvadratinis), O(n’) (kubinis),
O(2") (eksponentinis), O(n!) (faktorialinis’).

3 Logaritmas yra funkcija, atvirksc¢ia kélimui laipsniu. logab (a, b>0; a#1;
a vadinamas logaritmo pagrindu) atsako | klausima: kokiu laipsniu reikia pakelti a,
kad gautume b? Pavyzdziui, loge8 = 3, logs625 = 4, 10g232768 = 15. Logaritmas —
vienodai létai auganti funkcija, nesvarbu koks logaritmo pagrindas. Taigi logaritmi-
nis algoritmo sudétingumas yra labai palankus. DidZiosios O Zyméjime logaritmo
pagrindas daznai neraSomas.

4 Kvadratiné Saknis i§ skai¢iaus n yra toks skai¢ius r, kad r2 = n, r 2 0.
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1.5 Kaip tai pritaikyti olimpiadoje

Olimpiadose ribojamas programy veikimo laikas ir naudojamoji
atmintis. Taigi apmastant jvairius sprendimo budus reikia mokeéti
jvertinti, ar programa bus pakankamai efektyvi (ar suspés jveikti
uzdavinj su visais pradiniais duomenimis per leisting laikg). Taciau
kiek gi veiksmy gali atlikti kompiuteris per, pavyzdziui, vieng
sekunde? Tai priklauso nuo daugelio dalyky: nuo procesoriaus,
kompiliatoriaus, paciy veiksmy, kuriuos programa atlieka. Atlieka-
my veiksmy skai¢iy mums padés jvertinti paprasta programa:

uses windows;

var pradzia, veiksmuSk : longint;

begin
veiksmuySk := 0;
pradzia := GetTickCount;

while GetTickCount - pradZzia < 1000 do
inc (veiksmuSk) ;
writeln (veiksmuSk) ;
end.

Si programa suskai¢iuoja, kiek elementariy veiksmy kompiuteris ga-
li atlikti per vieng sekunde (suprantama, jei programg pradéjote ir
baigéte vykdyti tg pacig para). Be abejo, matavimai néra visiskai
tikslis, taciau jy pakanka jvertinti kompiuterio spartai.

Taigi tarkime, kad duomeny dydis yra n, O(f(n)) sudétingumo
algoritmas atlieka lygiai f(n) elementariy veiksmy, o atlike pateikta
programg jvertinome, kad kompiuteris per 1 sekunde atlieka 10’
tokiy veiksmy. Sudarykime lentele, atspindincia, kiek laiko trunka

5 Teigiamo skaiCiaus n faktorialu vadinama visy skai¢iy nuo 1 iki n sandauga
(n!'=1.2-...:n).

8
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jvairaus sudétingumo algoritmy vykdymas su jvairiais pradiniais

duomenimis.

n 10 20 30 100 1 000 106 109
o(1) ~0 | ~0 ~0 ~0 ~0 ~0 ~0
O(logzn)| ~0 | ~0 ~0 ~0 ~0 ~0 ~0

~0,03
O(Yn) | ~0 | ~0 ~0 ~0 ~0 ~0 e
O(n) ~0 ~0 ~0 ~0 ~0 ~1 ms ~1s
O(nlogz n)| ~0 ~0 ~0 ~0 ~0 ~20 ms ~30 s
. ~32
O(n2) ~0 ~0 ~0 ~0 ~1 ms| ~17 min .
metai
~ ~ ~ 9
om) | <0 | -0 003 | | . 32 | ~3210
ms metal mety
~ 13
o@") | ~0 | ~tms | ~1s 410 - -
mety
~ ~ ~ 15
O(nl) 4 77| ~8x10 B B B B
ms | metai mety

Sunku patikéti, bet tai tiesa: naivus skaiCiy rikiavimo algoritmas,
kuris bando visus jmanomus skai¢iy isdéstymo budus (tokiy yra n!),
ir tikrina, ar gautoji skaicCiy seka yra didéjanti, dvidesimt skaiciy
Hrikivoty® daug mety. Toks algoritmas, Zinoma, yra neefektyvus.

Efektyviais laikomi polinominio sudétingumo algoritmai, t. y.
tokie, kuriy sudétingumo funkcija yra polinomas — O(n"). Pirmieji
septyni lenteléje pateikti sudétingumai yra polinominiai, taigi
laikomi efektyviais. Algoritmai, kuriy sudétingumas nepolinominis,
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laikomi neefektyviais. Tokie yra eksponentinio (pavyzdziui, O(2"))
ir faktorialinio (O(n!)) sudétingumo algoritmai.

Sig lentele verta jsidémeéti. Olimpiados metu, sugalvoje uzdavinio
sprendima, galime jvertinti jo sudétinguma ir patikrinti, ar to uzteks
pradiniams duomenims jveikti per leisting laikg. Igijus patirties,
algoritmo sudétinguma daznai nesunku jvertinti pazvelgus |
algoritmo struktiirg: kokie jame yra ciklai, kokie rekursiniai
kreipiniai ir pan.

Dar daugiau: matydami, jog uzdavinio pradiniai duomenys labai
mazi, zinome, kad pakaks ir neefektyvaus algoritmo uzdaviniui
spresti. Ir atvirksciai: jei uzdavinio pradiniai duomenys yra dideli, o
leistinas programos veikimo laikas — mazas, reikia ieskoti efektyvaus
biido, kaip spresti §j uzdavinj.

Beje, beveik visose programose 90% laiko sugaistama vykdant 10%
kodo. Ir likusiy 90% kodo optimizavimas, deja, neturés didelés
itakos programos efektyvumui. Tad prie§ imantis optimizuoti kurig
nors algoritmo dalj reikia jsitikinti, ar verta tai daryti.

1.6 Uzdavinys Posekio suma
Pabandykime pritaikyti jgytas zinias spresdami konkrety uzdavinj:

Duotas sveikasis skaicius k bei n neneigiamy skaiciy seka

a; a, ..., G,

UZduotis. Reikia nustatyti, ar egzistuoja tokie indeksai i ir j
(1 <i<j <n), kad sekos nariy nuo a, iki a; suma bity lygi
skaiciui k.

10
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Galioja ribojimai:
1 <k <100 000 000; 1 <n <100 000;0<a <1 000.
Vykdymo laikas: 1 s.

Aptarkime kelis galimus uzdavinio sprendimo budus bei jy
sudétingumg. Pats paprasCiausias budas — perrinkti visas galimas
indeksy i ir j poras, kiekviengkart suskaiciuojant sekos nariy nuo
i-ojo iki j-ojo sumg:

rasta := false;
i := 0;
repeat
j o= 1i;
i =1+ 1;
repeat
J o= 3 + 1;
suma := 0;
for 1 := i to j do
suma := suma + al[l];
{ $i operacija vykdoma daugiausiai karty }
rasta := (suma = k);
until (j = n) or rasta;

until (i = n) or rasta;

Jei algoritmui baigus darba kintamojo rasta reik§mé bus lygi true,
tai i ir j bus ieSkomi indeksai. Suskaiciave, kiek elementariy veiksmy
blogiausiu atveju atlieka algoritmas, pamatytume, kad greiciausiai
augantis gautojo reiskinio démuo yra n’/6, taigi $io algoritmo
sudétingumas — O(n®). Tai atsispindi ir algoritmo struktiiroje: jj
sudaro trys ciklai, jdéti vienas j kitg, ir kiekvieno Siy cikly trukmé
tiesiogiai priklauso nuo n.

Tai néra geriausias uzdavinio sprendimo budas. Pasizitréjus j 1.5
skyrelyje pateikty lentele’, matyti, kad per leisting laikg algoritmas

6 Turima omenyje, jog uzdavinio sprendima testuojan¢io kompiuterio sparta
atitinka minéta lentelé.

11
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iveikty testus, kur n < ~1000. Atkreipe démesj j tai, kad sekos nariai
yra tik neneigiami skaiciai, galime sudaryti gudresnj algoritma.

Tegul ieskomasis indeksas i lygus i, (t.y. kazkokiam konkre¢iam
skaiiui). Priskyre indeksui j pradine reik$me i,, ji didinsime tol, kol
sekos nariy nuo i iki j suma taps lygi arba virSys k (arba kol
indeksas j pasieks sekos pabaiga). Sumos neperskai¢iuosime iS naujo
kiekvieng kartg, o, padidine indeksg j, prie sumos tiesiog pridésime
sekos narj a;.

rasta false;

i := 0;
repeat
Jj o= i
i =1+ 1;
suma := 0;
repeat
J =3 + 1;
suma := suma + al[jl;
until (j = n) or (suma >= k);
rasta := (suma = k);
until (i = n) or rasta;

Sj algoritmg sudaro du ciklai, antrasis jy pirmojo viduje, ir abiejy
ilgis tiesiogiai priklauso nuo n. Blogiausiu atveju abiejuose cikluose
bus vykdoma n zingsniy (pavyzdziui, jei visi sekos nariai — nuliai,
tuomet suma niekada netaps lygi arba didesné uz k), taigi Sio
algoritmo sudétingumas yra O(n”). Tai daug geresnis algoritmas, jis

gali jveikti testus, kur n < ~30 000. Taciau to nepakanka.

Kritiskai jvertinkime savo algoritmg. Tarkime, n = 100 000, i = 1,
j=90000, ir suma < k. Kas atsitiks, jei, padidinus j dar vienetu,
suma taps didesné uz k? Indeksas i bus padidintas vienetu, j priskirta
i reikSmé ir i$ naujo skai¢iuojamos sumos. Taciau jei sekos nariy
nuo 1 iki 90 000 suma buvo mazesné uz k, tai tuo labiau tokia bus ir

12
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nariy nuo 2 iki 90 000 suma. Sio (milZinisko) intervalo bity galima
netikrinti!

Tai apibendrine, galime sudaryti dar geresnj algoritmg. Priskirkime
indeksams reik§mes i = j = 1, o sumai reik§Sme a,. Tai bus pradinis
intervalas. Veiksmus kartosime, kol suma nelygi k ir j maZesnis uz n.
Kiekvienu zingsniu vykdysime vieng iS Siy veiksmy: jei suma
mazesné uz k, intervalg praplésime — padidinsime indeksg j ir prie
sumos pridésime a;; jei suma didesné uz k (tai tokia ji tapo po
paskutinio zingsnio), intervalg siaurinsime — i§ sumos atimsime g; ir
padidinsime indekso i reik$me. Jei po kurio nors zingsnio suma taps
lygi k, algoritmas iSkart nutrauks darba.

suma := al[l];
i = 1;
Jj o= 1;

while (suma <> k) and (j < n) do
if suma < k then begin

j =3+ 1;
suma := suma + al[jl;
end else begin
suma := suma — al[i];
i =1+ 1;
end;
rasta := (suma = k);

Kadangi vienu zingsniu padidinamas tik vienas i indeksy ir
kiekvienas i$ indeksy gali buti padidintas ne daugiau kaip n karty,
daugiy daugiausia gali tekti jvykdyti 2n zingsniy. Algoritmo
sudétingumas yra O(n), taigi jo visiSkai pakaks uzdaviniui jveikti ir
kai n = 100 000.

Aptaréme kelis uzdavinio Posekio suma sprendimus ir skirtinga ju
efektyvuma. Atsiminkime, jog geras algoritmas atlieka tik tai, kas
butina. leskodami, kaip galime pagerinti algoritmg, galvokime,
kokius nereikalingus arba pakartotinius veiksmus jis atlieka.

13
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1.7 NP sudétingumas

Skaitydami knygas apie algoritmus ir uzdaviniy sprendimus, ne
kartg sutiksite mistiSkai skambancia fraz¢ wuzdavinys yra NP
pilnas.

Uzdavinys priklauso NP (nondeterministic polynomial time) sudétin-
gumo klaseli, jei, Zinodami $io uzdavinio sprendinj, per polinominj
laikg galime patikrinti, ar sprendinys teisingas. NP uzdavinj galima
iSspresti perrinkimu per eksponentinj laikg generuojant visus gali-
mus sprendinius, ir kiekviena sprendinj patikrinant per polinominj
laikg.

NP klasei priklauso daug labai gerai Zinomy ir placiai nagrinéty
kombinatoriniy optimizavimo uzdaviniy. Vieni jy yra paprastesni
(iSsprendziami per polinominj laikg), kitiems, sudétingesniems,
uzdaviniams, zinomi tik perrenkantys visus sprendinius algoritmai.

NP pilnas uzdavinys yra toks uzdavinys, kuris yra ne lengvesnis uz
visus kitus NP uzdavinius. Taigi fraze ,,uzdavinys yra NP pilnas*
HiSvertus® j suprantamesne kalba, reiksty: niekam iki Siol nepavyko
rasti efektyvaus uzdavinj sprendZiancio algoritmo; tikétina, kad toks
algoritmas apskritai neegzistuoja.

Nepaisant sudétingumo, Sie uzdaviniai gali turéti labai paprastg
formuluote, pavyzdziui, tokig. Zinomi atstumai tarp n miesty; pirklys
nori pradéti savo keliong viename is jy, apsilankyti kiekviename mieste
tik po vieng kartq ir sugrjzti j pradinj miestg; uzduotis — is visy tokiy
marsruty surasti trumpiausig.

14
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3 pav. Keliaujancio pirklio uzdavinys

Sis uzdavinys dar yra vadinamas Keliaujancio pirklio uzdaviniu, o
ieskomasis kelias — optimaliu Hamiltono ciklu.

Neijtikétina, bet iki Siol niekas nesurado tikslaus ir efektyvaus
algoritmo, sprendziancio §j uzdavinj. Vienintelis Zinomas btidas rasti
optimaly sprendinj bendru atveju — perrinkti visus jmanomus
marSrutus O(n!) sudétingumo (t.y. labai neefektyviu) algoritmu.

Ka gi daryti, jei olimpiadoje tenka spresti uzdavinj, kuris, jtsy
Ziniomis, yra NP pilnas? Tikrai neverta pulti j panika. Svarbiausia,
kad jus tai jau zinote! Nereikia ieskoti tikslaus ir efektyvaus uzdavinj
sprendziancio algoritmo manant, kad kiti jau tokj surado, o nesiseka
tik jums. Verciau skirkite savo laikg ir energija kurti euristiniam
algoritmui, kuris bendru atveju pateikty kuo geresnius rezultatus
(pavyzdziui, kuo trumpesnius marSrutus), arba, jei pradiniai
duomenys tikrai labai mazi, — spresti uzdavinj perrinkimu.

15
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1.8 Amzinybés délioné

Kristoferis Montonas (Christopher Monton)
suktré geometrine délione, kuriag pavadino
Amzinybés délione (angl. Eternity puzzle). Ji
buvo sudaryta i§ 209 jvairios formos netai-
syklingy daugiakampiy, i$ kuriy reikéjo su-
déti dvylikakampj. Dauguma daugiakampiy

buvo skirtingi, o juos visaip sukiojant buvo
4 pav. Amzinybés délionés

galima pasiekti labai daug porzicijy (t.y. i$ } i
daugiakampio pavyzdys

dalies daugiakampiy sudélioty geometriniy
figtiry), kurios nenuvesdavo prie sprendi-
nio.

K. Montonas uzsaké pagaminti Sig délione, ir 1999 mety liepg ji
atsidiiré parduotuviy lentynose. Jis taip pat pazadéjo, kad sumokés
milijong svary tam, kuris pirmasis sudés sia délione iki 2000 mety
rugséjo. Kilo visuotinis susidoméjimas délione, prekyba vyko labai
sékmingai: netgi Grenlandijoje buvo parduodami rekordiniai kiekiai
délioniy. Zmonés pirko, bandé sudélioti délione ir laiméti milijona.

Pries pazadédamas milijong, K. Montonas be abejo, konsultavosi su
matematikais, ir Sie uztikrino, kad uzdavinio nejmanoma iSspresti
per duoty laika net ir su kompiuterio pagalba, nes tai NP pilnas
uzdavinys. Vieni ekspertai spéjo, kad geriausiu atveju uzdavinio
sprendimas uztruks apie ketverius metus. Kiti mokslininkai netgi
teigé, kad uzdavinio sprendimas uztruks ilgiau nei gyvuos Visata.
Nors visada lieka atsitiktinio sudéliojimo tikimybé, buvo
apskai¢ivota, kad tikimybé vienu bandymu atsitiktinai sudélioti Sig
délione yra 1 i§ 10°° (palyginimui: tikimybé islosti DidZiosios
Britanijos nacionalinéje loterijoje yra 1 i§ 14-10°).

K. Montonas buvo tikras, kad jo milijonas yra saugus. Uz pinigus,
gautus pardavus déliones, jis tikéjosi suremontuoti jam priklausiusj
1825 metais pastatytg dvara, turintj 67 kambarius ir 200 akry Zemés.
16
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Taciau du KembridZo matematikai A. Serbis (Alex Serby) ir
O. Riordanas (Oliver Riordan) sugebéjo sudéti délione iki nurodytos
datos. Jie pastebéjo, kad sudélioti délione iki tokios biisenos, kai like
daugiakampiai nebetelpa, yra gana paprasta. Tolesné sékmé
priklauso nuo nepanaudoty daugiakampiy rinkinio — kuo
parankesniy formy jie yra ir kuo daugiau jvairios formos
daugiakampiy galima i§ jy sudéti, tuo Sis rinkinys parankesnis
tolimesniems bandymams. Tokiu budu jie atrinko ,blogus®
gabalélius ir optimizuotoje perrinkimo programoje stengési juos
padéti pirmiausia. Si strategija pasitvirtino ir keletas jy asmeniniy
kompiuteriy per porg savaiciy surado sprendinj. K. Montonui teko
parduoti savo dvarg ir iSmokéti milijong...

17



2 PIRMASIS ALGORITMAS — EUKLIDO
ALGORITMAS DIDZIAUSIAM BENDRAJAM
DALIKLIUI RASTI

Kartg mokinys, ismokes savo pirmgjg geometrijos teoremg,
paklausé Euklido: ,,Kokia man nauda, kad Sitai iSmoksiu?*.
Euklidas pakvieté savo vergg ir taré: ,,Duok Siam Zmogui

drachmg, nes jis turi turéti naudos is to, kg ismoksta.”
J. Stobijus (Joannes Stobaeus), V a. pr. Kr.

Siame skyrelyje susipaZinsime su se-
niausiu netrivialiu algoritmu, islikusiu
iki $iy dieny. Tai algoritmas didziau-
siam bendrajam dalikliui rasti. Néra
zinoma, kas §j algoritmg sugalvojo
(ir ar tai buvo vienas zmogus). Dar
prie$ Euklidui (graiky k. EvkAgdng,
Eukleides) aprasant §j algoritmg, ji sa-
vo veikale cituoja Aristotelis. Euklidas

algoritmg kruopsciai aprasé garsiajame
veikale ,,Pradmenys® (apie 300 m. pr.

5 pav. Euklido portretas
(sena graviiira)

Kr.), todél algoritmui ir prigijo Eukli-
do vardas.

2.1 Didziausias bendrasis daliklis ir maziausias
bendrasis kartotinis

Prisiminkime didZiausio bendrojo daliklio (DBD) ir maziausio bendrojo
kartotinio (MBK) savokas.

Sakome, kad skaicius a dalija skaiciy b, jei egzistuoja toks
sveikasis skai¢ius k, kad b = ka; Zymime a|b.

18
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Pavyzdziui, 5|30, nes 30 = 6-5. Skaicius 1 dalija visus skaicius
(1]a, visiems sveikiesiems a), o skai¢iy O dalija visi skaiciai, iSskyrus

patj 0 (a0, visiems sveikiesiems a, a # 0).

Dviejy neneigiamy skai¢iy a ir b didziausiu bendruoju dalikliu
(DBD) vadinamas didziausias skaicius, dalijantis a ir b. PavyzdZiui,
DBD(12, 8) = 4, DBD(3, 6) = 3, DBD(7, 9) = 1.

Neneigiamy skaiiy @ ir b maziausiu bendruoju kartotiniu
(MBK) vadinamas maziausias teigiamas skaiCius, kurj dalija a ir b.
Pavyzdziui, MBK(12, 8) = 24, MBK(3, 6) = 6, MBK(7, 9) = 63.

Naturalus budas rasti DBD(a, b) — iSskaidyti skaiCius a ir b
pirminiais daugikliais ir iSrinkti visus bendruosius Siy skaiciy
pirminius daugiklius. Pavyzdziui, 12 = 2.2.3, 8 = 2-2.2, bendrieji
daugikliai yra 22, taigi DBD(12,8) = 4. Siuo buadu tarsi
konstruojame DBD, stengdamiesi jj padaryti kuo didesnj (rinkdami
kuo daugiau skaiciaus a pirminiy daugikliy), taciau ziarédami, kad
DBD dalyty ir skaiciy b.

MBK(a, b) taip pat galime rasti iSskaide skaicius @ ir b | pirminius
daugiklius. Kadangi a|MBK(a, b), tai MBK turi priklausyti visi a
pirminiai daugikliai. Tacdiau ir b|MBK(a, b), todél pridedame
skaic¢iaus b pirminius daugiklius, kuriy triksta (batent, daugiklius,
kurie néra bendrieji skai¢iams a ir b). Pavyzdziui, MBK(12, 8) =
2:2.3.2 = 24

Sie DBD ir MBK konstravimo biaidai paaiSkina ir $iuos skaicius
siejancia lygybe: DBD(a, b) - MBK(a, b) = a-b.
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2.2 Euklido algoritmas

An algorithm must be seen to be believed.
Algoritmg reikia pamatyti, kad juo patikétum.
Donaldas Knutas (Donald Knuth)

Tarkime, reikia rasti skai¢iy a ir b didziausiajj bendra daliklj.
Atliekame tokius veiksmus:

e jeib =0, tai DBD(q, b) lygus a, prieSingu atveju a, = b,
b, = a mod b (lygus liekanai, gautai padalijus a iS b)

e jeib, =0, tai DBD(a, b) lygus a,, prieSingu atveju
a; = by, by = a, mod b,

e jeib, =0, tai DBD(a, b) lygus g, prieSingu atveju
Opr1 = bks ka = ay mod bk-

Kadangi dalydami is skaiCiaus n galime gauti liekang nuo 0 iki n—1,
taib > b, > ...>b,>..>b, =0, ir algoritmas atliks baigtinj skaiciy
veiksmy (anksCiau ar véliau b; taps lygus O, tad algoritmas baigs
darba).

Raskime skai¢iy a = 12 ir b = 8 DBD naudodamiesi Euklido algo-

ritmu:

e b >0, taigi skaiiuojame a, = b = 8§,
b, =amodb =12 mod 8 = 4.

e b, >0, taigi skai¢iuojame a; = b, = 4,
b; = a, mod b, = 8 mod 4 = 0.

e b, =0, taigi DBD(a, b) = a; = 4.
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Gavome DBD(12, 8) = 4. Uzrasysime Euklido algoritmg Paskalio
kalba.

function DBD(a, b : longint) : longint;
var ¢ : longint;
begin
while b > 0 do begin
c := a;
a := b;
b := ¢c mod b;
end;
DBD := a;
end;

Jei reikia rasti dviejy skai¢iy DBD, taciau nezinome, ar jie teigiami,
funkcija iSkvieCiame perduodami skaiciy modulius:

DBD(abs(a), abs(b)).

Euklido algoritmas yra teisingas, nes remiasi sary$iu: DBD(a, b) =
DBD(b, a mod b). Sio sgrydio teisingumu nesunku jsitikinti
pasinaudojus lygybe:

a = (adivb) b+ amodb.

Du skaiCiai turi vieng ir tik vieng didziausigjj bendrg daliklj.
Tarkime, DBD (a, b) = d. Daliklis d dalija skaiCiy a ir taip pat dalija
jo dalj (adivb) - b, todél turi dalyti ir likusig skaiciaus a dalj —
a mod b. Taigi skaiCiy a ir b didZiausias bendrasis daliklis yra ir
(mazesniy) skaiciy poros b ir @ mod b didZiausias bendrasis daliklis,
t. y. DBD(a, b) = d = DBD(b, a mod b).

Paméginkime jvertinti Euklido algoritmo sudétinguma. Pasiremsi-
me nelygybe n mod m < n/2, kur n ir m — sveikieji neneigiami

skaiciai ir n > m.
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Nelygybé teisinga, nes:
e jeim<n/2, tuometn modm < m<n/2;

e jeim > n/2, tuomet n divm = 1; tada lygybe
n = (n div m) m + n mod m perraSome: n = m + n mod m;
gauname n modm =n—m <n—n/2 =n/2.

Tarkime, kad a > b (jei taip néra, tai atliekant cikla pirmajj karta, Sie
skai¢iai bus sukeisti vietomis). Ciklo viduje atliekamas operacijas
galime laikyti elementariomis, tad Euklido algoritmo sudétingumas
tiesiog proporcingas tam, kiek karty bus atliekamas ciklas while.

Panagrinékime, kaip keiciasi kintamyjy a ir b reikSmés vykdant
while ciklg. Sakykime, pradinés siy kintamyjy reik§més yra g, ir b,.
Po pirmos ciklo iteracijos a, = b,, o b, = g, mod b, < a,/2. Po
antros iteracijos a, = b; < ao/2, 0 b, = a; mod b, < a,. Gavome, kad
atlikus dvi ciklo iteracijas, pirmojo kintamojo reik§mé sumazéja
daugiau negu dvigubai ir dar vis galioja a 2 b. Po keturiy iteracijy
pirmojo kintamojo reik§mé bus daugiau nei keturis kartus mazesné
uz pradine ir t. t. Taigi matyti, kad ciklas bus vykdomas ne daugiau
kaip 2loga karty. Dabar jau nesunku jvertinti, kad Euklido
algoritmo sudétingumas yra O(log a).

Kadangi Euklido algoritmas apibréZiamas rekurentiniais sarysiais:

DBD(a, b) = a,jeib =0
DBD(a, b) = DBD(b, a mod b), jei b > 0
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Euklido algoritmas

tai Euklido algoritma nesunku uzrasyti rekursyvia’ funkcija:

function DBD(a, b : longint) : longint;
begin
if b = 0 then
DBD := a
else
DBD := DBD(b, a mod b);
end;

Pastebékime, kad jei a < b, algoritmas pirmu Zingsniu Siuos skaicius
sukeiia vietomis, pavyzdziui, DBD(24, 54) = DBD(54, 24) =
DBD(24, 6) = DBD(6, 0) = 6.

Beje, pats Euklidas sj algoritmg aprasé kiek kitaip. Mat graiky ma-
tematikai nelaiké, kad vienetas dalija kita teigiama skaiciy. Buvo
galimi trys variantai: arba du teigiami sveikieji skaiciai yra abu lygus
vienetui, arba tarpusavyje pirminiai, arba turi bendrg didziausig
daliklj. Vienetas netgi nebuvo laikomas skai¢iumi, o nulis apskritai
neegzistavo.

2.3 Euklido algoritmo taikymas, maziausio
bendrojo kartotinio (MBK) radimas

Didziausiojo bendrojo daliklio gali prireikti sprendZiant jvairius
skaiCiavimo uzdavinius. Vienas i$ pavyzdziy — prastinant trupmenas,
skaitiklj ir vardiklj reikia padalyti i$ didziausio jy bendrojo daliklio.

7 Su rekursija i$samiai susipazinsime 4 skyriuje.
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Euklido algoritmas

Euklido algoritmas leidzia efektyviai apskai¢iuoti ir maziausig
bendrajj kartotinj:

function MBK(a, b : longintg) : longint;
begin

MBK := a * b div DBD(a, b);
end;

Naudodamiesi Euklido algoritmu galime rasti ne tik dviejy, bet ir
keleto skai¢iy DBD bei MBK. Kadangi DBD(a,b,c) =
DBD(DBD(a, b), ¢), ir MBK(a, b, ¢) = MBK(MBK(a, b), ). Sias ly-
gybes suprasti ir jrodyti nesunku jsivaizduojant, kaip konstruotume
DBD ir MBK i skaiciy a, b ir ¢ pirminiy daugikliy.

Tarkime, masyve m yra k sveikyjy skaiCiy. Pateiksime fragments,
randantj visy k skai¢iy DBD ir MBK:

visuDBD := 0; { po pirmo Zingsnio taps lygiu m[1] }
for i := 1 to k do

visyDBD := DBD(abs(m[i]), wvisuyDBD) ;
visuMBK := 1; { po pirmo Zingsnio taps lygiu m[1] }
for i := 1 to k do

visyMBK := MBK(abs(m[i]), visuMBK) :;

8 Svarbu nepamirsti, kad longint tipo kintamieji gali saugoti reik§mes, ne didesnes
negu 231 — 1. Taigi MBK bus skai¢iuojamas teisingai tik tuo atveju, kai skai¢iy a ir
b sandauga nevirsija $io skaiciaus.
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3 PIRMINIAI SKAICIAI

Matematikai veltui bandé atrasti kokj nors désningumg pirminiy skaiciy
sekoje, ir yra priezasciy manyti, kad Sios paslapties Zmogaus protas
neperpras niekada.

Leonardas Oileris (Leonhard Euler)

Manoma, kad pirminiai skaiciai bu-
vo zinomi jau Babilonijos civilizaci-
joje. Nuo seniausiy laiky jie domi-
no matematikus. XX a. pabaigoje
pirminiai skaiCiai buvo sékmingai
pritaikyti kriptografijoje: kelios po-
puliarios viesojo rakto kriptosche-
mos paremtos faktu, jog sudauginti
du skaicius lengva, o didelj skai¢iy
iSskaidyti pirminiais daugikliais —

labai sudétinga. Ziniy apie pirmi-
nius skaicius gali prireikti ir spren- 6 pav. Laikrodis, rodantis tik

dZiant jvairius skai¢iavimo uzdavi-  pirminj laikg (valandas, minutes,
sekundes). Sis laikrodis per parg
7669 kartus teisingai rodo laikg

nius.

3.1 Pirminiai skaiciai ir pagrindiné aritmetikos
teorema

Pirminiais vadinami nattralieji skaiciai, kurie dalijasi tik i$ vieneto
ir saves. Stai desimt pirmyjy pirminiy skai¢iy: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17,
19, 23, 29. Pirminiai skaiCiai matematikoje yra svarbus dél
pagrindinés aritmetikos teoremos, teigiancios, kad kiekvieng
skaiCiy vieninteliu (unikaliu) budu galima iSreiksti pirminiy skaiciy
sandauga, nekreipiant démesio j jy tvarkg. Didelé Sios teoremos
svarba yra viena priezasCiy, kodél skaiCius wvienas nelaikomas
pirminiu: tuomet teorema reikéty papildyti dar viena nereikalinga

salyga.
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Pirminiai skaiciai

3.2 Kiek jyyra?

Pirminiy skai¢iy yra be galo daug. Tai Zmonés zinojo jau labai
seniai. Euklidas savo veikale ,,Pradmenys® pateiké graksty jrodyma:

Tarkime, kad pirminiy skai¢iy yra baigtinis kiekis — k.
Pazymékime Siuos k pirminiy skaiciy p, ps, ..., Pei> Pio iT
panagrinékime skaiCiy m =p; " p, " ps- ... Py Px+ 1.
Dalydami m i§ bet kurio p; (1 <i<k) gausime liekang 1,
t. y. né vienas pirminis skai¢ius nedalija m. Tai reiskia, kad
arba m pats yra pirminis, arba iSraséme ne visus pirminius
skaiCius. Bet kuriuo atveju yra bent k + 1 pirminiy skaiciy
— gavome priestarg. Taigi pradzioje padaryta prielaida, kad
pirminiy skaiciy yra baigtinis kiekis, buvo neteisinga.
Vadinasi, pirminiy skaiciy yra be galo daug. Tai ir reikéjo
jrodyti.

Kiek yra pirminiy skai¢iy, ne didesniy uz n? Sis klausimas buvo
uzduodamas taip daznai, kad atsakymas turi net specialy vardg —
n(n). Pi funkcijos reiksmé lygi pirminiy skaiciy, mazesniy arba lygiy
n, skaiCiui (8i funkcija neturi nieko bendra su skaiCiumi m).
Pavyzdziui, © (20) = 8, nes yra aStuoni pirminiai skaiciai, mazesni
arba lygts 20. IS tiesy néra jokio paprasto ir efektyvaus budo, kaip
Sia funkcija apskaiciuoti, kai argumentas didelis’.

3.3 Ar skaicius 234234743 pirminis?

Pats paprasCiausias budas nustatyti, ar skai¢ius n pirminis —
patikrinti, ar jis tenkina pirminio skaiCiaus apibrézimg, t.y. ar

9 Taliau jrodyta, jog teisingas $is funkcijos vertinimas: 0,89% <7(n) < 1,11% .
nn nn

Taigi funkcijos m(n) priklausomybé nuo argumento nedaug skiriasi nuo tiesinés.
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Pirminiai skaiciai

neatsiras tokio skaiCiaus d (1 < d < n), kuris dalyty n. Algoritmo,
tikrinancio visus potencialius daliklius nuo 2 iki n—1, sudétingumas
yra O(n).

Veiksmy skaiCiy nesunku sumazinti dvigubai: i§ pradziy patikrine,
ar n nelyginis, véliau galime tikrinti daluma tik i$ nelyginiy skaiciy.
Nors veiksmy teks atlikti beveik dvigubai maziau, algoritmo
sudétingumas taip pat yra O(n), nes veiksmy skaiius tiesiskai
priklauso nuo n. Jrodysime, kad pakanka tikrinti potencialius

daliklius nuo 2 iki \/; .

Tarkime, n = d;"d,. Jei d; > \/; ir d, > \/;, tuomet d,"d, > n,
taigi arba d; < \/;, arba d, < \/; Todél, nuosekliai ieskodami
dalikliy nuo 2, negalime tikétis rasti daliklj d; > \/; , nes
d,=(n/d)< Jn taip pat turi buti skai¢iaus n daliklis, ir jj
mes baitume aptike anksciau.

Apibendrine Siuos pastebéjimus, galime parasyti pakankamai sparty

(O(\/;) sudétingumo) algoritmg, tikrinantj, ar skaicius n > 1

pirminis.
function pirminis(n : longint) : boolean;
var d, { potencialus daliklis }

sn : longint; ({ riba, iki kurios ieskosime dalikliy }
begin

pirminis := (n mod 2 <> 0) or (n = 2);
sn := round(sgrt(n) + 1);
d := 3; { tikrinsime dalumg is nelyginiy skaiciy }
while pirminis and (d < sn) do
if n mod d = 0 then pirminis := false
else d := d + 2;
end;
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Pirminiai skaiciai

Ivykde funkcija pirminis galime at-
sakyti | skyrelio pradzioje pateikta
klausimg — skaicius 234234743 tikrai
pirminis.

Jei skaiciy reikSmeés buity per didelés
standartiniams  sveikyjy skaiciy ti-

pams, tai su jais atlieckamos aritmeti-
nés operacijos nebegaléty baiti prilygi-

7 pav. Graiky matematikas
Eratostenas
276 — 194 m. pr. Kr.

namos elementariems veiksmams, o
joms atlikti tekty rasyti specialias pro-
ceduras. Tai keisty ir algoritmo sudé-
tinguma.

Ilga laikg buvo nezinomas polinominis algoritmas, tikrinantis, ar
didelis skaic¢ius yra pirminis', ir tik 2002 metais Indijos mokslininky
grupé jrodé, kad tai néra NP pilnas uzdavinys. Beje, jei buty atrastas
budas efektyviai iSskaidyti didelj skai¢iy pirminiais dauginamaisiais,
tai kai kurios svarbios saugumo sistemos tapty nesaugios.

3.4 Eratosteno rétis
Jei norétume surasti visus pirminius skai¢ius, mazesnius arba lygius
n, galétume tikrinti kiekvieng i$ jy ka tik aprasytuoju badu. Tokio
algoritmo sudétingumas — O(n +/n ). Taciau Sitaip ieSkodami pirmi-
niy skai¢iy mes nepasinaudotume svarbiu faktu: tikrinant, ar skai-
Cius n, pirminis, jau rasti visi pirminiai skai¢iai, mazesni uz n,,.

10 Operacijy su dideliais skaiciais sudétingumas matuojamas aritmetiniy bity
operacijy skai¢iumi. Tokiu atveju pradiniy duomeny dydis yra skaitmeny (bity)
skaiCius, taigi skaiCiui n pradiniy duomeny dydis yra m = logn. O algoritmas,
skai¢iui n atliekantis n veiksmy, i§ tiesy atliks eksponentinj veiksmy skaiciy, kaip
funkcija nuo pradiniy duomeny dydzio: n = 2m.
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Geresnj pirminiy skai¢iy paieskos algoritma pries kelis tukstancius
mety sugalvojo graiky matematikas  Eratostenas  (graiky k.
EpatocBevnég). Graikijoje tuo metu buvo raSoma ant papiruso arba
odos, o vykdant §j algoritma, sudétinis skaiCius buvo isbraukiamas jj
perduriant astria lazdele. Pabaigus vykdyti algoritmg, lentelé
primindavo rétj, todél Sis algoritmas vadinamas Eratosteno réciu.

Surasykime visus skaicius nuo 1 iki n | eile. Skaiciy ,,sijojimas®
vyksta labai paprastai: eile keliaujama nuo 2 iki Jn | ir, sutikus neis-
braukty skaiciy k, iSbraukiami visi k kartotiniai iki n (iSskyrus patj
skaiciy k). Tokiu budu ,atsijojami® sudétiniai skaiciai, o visi like yra
pirminiai (iSskyrus, Zinoma, vienety).

Naudodamiesi Eratosteno réciu raskime visus pirminius skaicius, ne
didesnius kaip n = 25.

I eile surasome skaicius nuo 1 iki 25, o eile keliausime iki 425 =5.

tlefs ] ]s]e]#]e ple]1] e ne
\Tﬁ_ 18| 20|21 | 22|23 | 2u| 25 7 ////////////////////%//72

Pradedame nuo skaiCiaus 2 — patj skaiciy paliekame, o visus jo
kartotinius isSbraukiame.

13 S :I-

<z 2 ) D P D] s
&;w. 2| g2 | ’5///////////////////////
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Pirminiai skaiciai

Paciname eile per vieng skailiy j deSine (nuo 2 pereiname prie 3).
3 neisbrauktas, tad 3 paliekame, o visus kartotinius iSbraukiame.

112 |3
\9

Vél pereiname per vieng skaiciy j desine. Skaicius 4 jau iSbrauktas,

\

tac¢iau 5 — ne. ISbraukiame visus skaiciaus 5 kartotinius:

%g D= XDl

Pasiekéme 5 =+/25, taigi darba baigiame. Eiléje liko pirminiai

skaiciai, ne didesni uz 25, ir vienetas.

Dabar uzrasykime algoritma Paskalio kalba. Skaiciy eile vaizduosime
loginiu masyvu pirm.

for k := 2 to n do
pirm[k] := true;
for k := 2 to round(sgrt(n) + 1) do
if pirm[k] then begin
J o= 2 * k;
while (j <= n) do begin
pirm[j] := false;
J =3 + k;
end;
end;

Sis algoritmas reikalauja O(n) atminties (loginiam masyvui). Turbit
ne taip akivaizdu, kad algoritmas reikalauja O(n-log(log n)) laiko —
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Sio fakto nejrodinésime. I$ tiesy algoritmo sudétingumas beveik
tiesinis.

Karta jvykde Eratosteno récio algoritmg, galime per konstantinj
(O(1)) laika patikrinti, ar skaicius i§ intervalo 1..n yra pirminis, —
tereikia patikrinti atitinkamg masyvo elementa.

Abu aptartus algoritmus galima naudoti kartu. [sivaizduokime, jog
tenka tikrinti, ar dideli skaiciai (iki 2*'") yra pirminiai. Tiek atminties
skirti negalime, todél negalime naudoti Eratosteno récio algoritmo.
Taciau Eratosteno réciu surade visus pirminius skaicius iki

2°! ~ 46341 ir perkéle i atskirg masyva, juos galime naudoti kaip

potencialius daliklius vietoj visy skaiCiy iS intervalo 2. n.

. v e a1s 31 v .. v .
Tarkime, visi pirminiai skaiciai iki ¥27" i§ eilés sura$yti masyve p.
Tuomet ankstesne patikrinimo, ar skaicius pirminis, funkcija galime
pakeisti spartesne:

function pirminis(n : longint) : boolean;
var i, { masyvo p indeksas }

sn : longint; ({ riba, iki kurios ieskosime dalikliy }
begin

pirminis := true;
sn := round(sqgrt(n) + 1);
i = 1;
while pirminis and (p[i] < sn) do
if n mod p[i] = 0 then
pirminis := false
else
i =1+ 1;
end;
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3.5 Pirminiy skaiciy
paieska tesiasi
Pirminiy skaiciy yra be galo daug, tad
didziausio jy ir negali bati. Nuo seny
laiky lenktyniaujama, kas atras didesnj
pirminj skaic¢iy. XVII amziuje matema-
tikai émé intensyviai ieskoti désningu-
my pirminiy skaiciy sekoje. Tuo metu

gyvenes filosofas ir matematikas vie-
nuolis  Marinas  Mersenas  (Marin

8 pav.
Mersenne) pastebéjo, kad daug skaiciy, Marinaf Mersenas
uzraSomy pavidalu 2°—1, kur p — pir- (1588—1648)

minis skaicius, taip pat yra pirminiai.

Tokie pirminiai skaiciai dabar vadinami

Merseno pirminiais. Atsiradus kompiuteriams, Sie i§ karto buvo
pasitelkti pirminiy skaiCiy paieSkai. 1997 metais pirminiy skaiciy
paieskai buvo sukurtas GIMPS (angl. The Great Internet Mersenne
Prime Search) paskirstyty skaiciavimy projektas. Visi norintys daly-
vauti Siame projekte gali atsisiysti j savo kompiuterj programineg
jrangg, kuri iSnaudos laisvg jiisy kompiuterio procesoriaus darbo
laiky: parsisiys ir atliks tam tikrg uzduociy paketa, o rezultatus
perduos j centrinj serverj. Sio projekto vykdytojai jau rado net 9
didziausius (tuo metu) Merseno pirminius skai¢ius. 1999 m. EFF
(Electronic Frontier Foundation) paskelbé Simtattkstantines premijas
pirmiesiems, atradusiems pirminius skaiCius, turincius labai daug

[11213 4] s u‘—j‘"" :
{7 % ] AEADE|s
| den Et? BEC-4'35 _, 2 . H
IS PRIME | K =008
u;-...-....."......-....-...—... -—-fr 'J?I-:IIH _,__._.j:

9 pav. 1963 m. didZiausio tuo metu Zinomo
pirminio skaic¢iaus garbei buvo skirtas pasto
Zenklas

32



Pirminiai skaiciai

(nuo 1000 000) skaitmeny. Pirmoji 50 000 doleriy premija jau
buvo ismokéta 2000 metais GIMPS projekto dalyviui, atradusiam
Merseno pirminj, sudaryty i§ 2 098 960 skaitmeny. 2005 gruodzio
15 dieng buvo atrastas 43-iasis Merseno pirminis skaicius
204924571 sudarytas i§ 9 152 052 skaitmeny. Tad iki antrosios,
dvigubai didesnés, premijos uz i§ ne maziau kaip 10 000 000

skaitmeny sudaryta pirminj skaiciy laukti lieka neilgai.
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4 REKURSIJA

In order to understand recursion, one must first understand recursion.

Norint suprasti rekursijg, pirma reikia suprasti rekursijg.
Populiarus humoristinis posakis

Sis  humoristinis posakis gana gerai nusako rekursijos esme:
algoritmas yra rekursyvus, jei bent vienas i§ jo Zingsniy yra to
paties algoritmo atlikimas su kitais (daZniausiai maZesniais)

duomenimis.

Pazintj su rekursija pradékime nuo geometrinés figtiros, vadinamos
. . 11 .. . .19 _ .
Mengerio kempine " (ji yra fraktalinis® ki@inas), konstravimo
algoritmo:
1 zZingsnis  Paimamas kubas.

2 zingsnis  Kubas suskaidomas j 27 vienodo dydzio kubelius.

3 zingsnis  Pasalinamas kubo viduryje esantis kubelis, taip pat
dar 6 kiekvienos sienos viduryje esantys kubeliai.

4 Zingsnis  Toliau su kiekvienu likusiu kubeliu veiksmai
kartojami nuo antro zZingsnio.

11 Mengerio kempinés iliustracija paimta i§
http://en.wikipedia.org/wiki/Menger sponge.

12 Termina ,,fraktalas” (iSvertus i§ lotyny kalbos tai reiskia suduZes, suskilgs) pasitlé
B. Mandelbrotas. Jis noréjo viena savoka aprasyti tokius gamtoje pasitaikancius
darinius kaip debesys, kalnai, Zaibai arba tam tikrus geometrinius objektus.
Pasirodo, visi Sie objektai yra fraktalai ir turi tam tikry bendry savybiy. Fraktaly
geometrijos atradimas yra vienas didziausiy XX amziaus matematikos pasiekimy, $i
geometrija placiai taikoma jvairiose srityse, pavyzdziui, kuriant fantastinius gamta
imituojancius peizazus filmuose.
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Rekursija

Pateiktas konstravimo algoritmas yra rekursyvus, nes ketvirtame
zingsnyje nurodoma tg patj algoritmga taikyti kitiems duomenims.

10 pav. Mengerio kempiné

4.1 Rekursyvios funkcijos

Auksto lygio programavimo kalbos suteikia galimybe aprasyti
rekursyvias funkcijas, t.y. funkcijas, kurios iskvieCia pacios save.
Kiekvieng kartg kreipiantis j funkcijg, jsimenamas grjzimo adresas,
padaromos parametry kopijos ir
sukuriami nauji lokalais funkcijos
kintamieji.

Tai organizuojama déklo (angl.
stack) duomeny struktdra. Si
struktuira veikia LIFO (angl. Last
in First out) principu: nauji duo-
menys dedami j déklo ,,vir§y® ir

imami nuo ,virSaus“, t.y. imant
duomenis visada paimamas pasku-
tinis padétas duomuo. Taigi

11 pav. Léksciy krovimas §
stirtg primena déklg —

paskutiné padéta léksté bus
kursijos, o suprogramuojant ir paimta pirmoji

kiekvieng rekursyvy algoritma ga-
lima realizuoti nenaudojant re-

panaudojant savo déklo duomeny
struktiirg.

35



Rekursija

Rekursyvi funkcija su ja iSkvietusia funkcija (savo pacios ,kopija®)
gali bendrauti tik parametrais bei globaliais kintamaisiais.

Panagrinékime keletg paprasty rekursyviy funkcijy. Viena, beje, jau
matéme — Euklido algoritmas DBD rasti gali buti uZraSomas
rekursyviai.

Kitas pavyzdys — skaiciaus faktorialas:

0l=1
nl =n(n—1)!, jein>0

Galime parasyti skaiciaus faktorialg skai¢iuojancig funkcija:

function fakt(n : integer) : longint;
begin
if n = 0 then
fakt := 1
else
fakt := n * fakt(n - 1);
end;

Kreipinio fakt (4) vykdyma iliustruoja Zemiau pateiktas paveikslas:

[7@6‘(9)] (7%4(3) ( 1 [1(«,&#(4) 1 k@) )
|

we=tu | T 22:6 | 21=2_| 4424
<

Atlikus kreipinj fakt (n), i§ viso bus jvykdyta (n + 1) funkcijy
kvietimy, taigi §ios funkcijos sudétingumas yra O(n). Sis budas yra
létesnis uz faktorialo skaiCiavimg ciklu, kadangi funkcijos iskvieti-
mas yra kur kas sudétingesnis procesas uz ciklo iteracija.

Kitas rekursyvios funkcijos pavyzdys — Fibonacio skaiciai. 1202 me-
tais italy matematikas Leonardo Pisano, vadinamas Fibonaciu
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(Fibonacci), sugalvojo uzdavinj: triusiy pora kas ménesj atsiveda po
du triusiukus (patinélj ir patele), o i$ atvestyjy triusiuky po dviejy
ménesiy jau gaunamas naujas prieauglis. Kiek triusiy bus po mety,
jei mety pradzioje buvo viena jaunikliy pora? Triusiy skaiciy
kiekvieng ménesj nusakys seka 1, 1, 2, 3, 5, 8§, 13, 21, 34..., o Sie
skaiCiai yra vadinami Fibonacio skaiciais. Juos taip pat galima
skaiciuoti rekursyviai:

Fi=F,=1
F,=F_ +F, sjein>2

function F(n : integer) : longint;
begin
if n <= 2 then
F =1
else
F :=F(n-1) + F(n - 2);
end;

Nors $i funkcija atrodo tokia pat paprasta, kaip ir faktorialo, jos
sudétingumas yra eksponentinis”. Taip yra todél, kad kiekviena
funkcija iskvie¢ia net dvi kitas, antrines funkcijas, o joms
perduodami argumentai sumazinami tik pastoviu dydziu. ISkvietus
F(45), atsakymo tekty palaukti.

Pastebékime, kad visi minéti uzdaviniai pasiZzymi viena bendra
savybe: spresdami uzdavinj, turime iSspresti analogiskus, bet
mazesnius uzdavinius. Pavyzdziui, jei norime suskaiciuoti n!, turime
iSspresti mazesnj uzdavinj — suskaiciuoti (n — 1)!, o jei norime rasti
DBD(25, 15) (pagal Euklido algoritmg), turime rasti DBD(15, 10).

13 Fibonacio skai¢ius galima skaiCiuoti efektyviai (per tiesinj laika), masyve
isimenant jau apskaiciuotas reik§mes; apie tai skaitykite 12.2 skyrelyje.
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4.2 Hanojaus boksty uzdavinys
Isspresime klasikini Hanojaus
boksty uzdavinj, kurj 1883 —
matematikas Eduardas Lukas ¢ 3 G
(Edouard Lucas). PTS - ',, 077, ‘{//////

Duoti trys stiebai ir astuoni

skirtingo dydzio diskai. I§ 12 pav. Pavyzdys su trimis diskais
pradziy visi Sie diskai su-

metais suformulavo prancizy T/ A

mauti ant pirmojo stiebo: apacioje pats didZiausias diskas,
ant jo — mazesnis ir t. t. VirSuje uzmautas pats maziausias is
disky.

UZduotis: reikia perkelti visus diskus nuo pirmojo stiebo ant
paskutinio laikantis siy taisykliy:
o Vienu éjimu galima kelti tik vieng diskg.
e Diskg galima uzmauti tik ant tusCio stiebo arba
uzdéti ant didesnio uz jj disko.

o Atliekamy perkélimy skaicius turi biiti minimalus.

Praplésime standarting uzdavinio formuluote: vietoj astuoniy disky
reikia perkelti n disky. Stiebai pavadinti raidémis A, B ir C. Parasy-
kite programg, kuri atspausdinty, kaip perkelti visus diskus, laikantis
minéty taisykliy.

e a1 Ve . .14 . . .
Panagrinékime paprasciausius atvejus . Kai n = 1, diska perkeliame
(ir uzdavinj iSsprendziame) vienu zingsniu. Nesunku jj iSspresti, kai

14 Keliy paprasty uzdavinio atvejy sprendimas ranka jtraukia mus j uzduotj, suteikia
intuicijos ir daznai privilioja geras idéjas! Taigi tai naudinga daryti olimpiadose.
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n = 2, tam reikia trijy perkélimy. Siek tiek pagalvoje suvokiame,
kad pakanka 7 perkélimy uzdaviniui iSspresti, kai n = 3.

Atkreipkite démesj, kad niekas nepasikeisty, jei uzdavinyje bty
reikalaujama diskus perkelti ne ant deSiniojo, o ant vidurinio disko:
atliktume tuos pacius éjimus, tik diskus keltume ne ant desiniojo, o
ant vidurinio ir atvirksciai.

Ko gi reikia, kad galétume pagal taisykles perkelti n-3ji (pati
didziausia) diska? Visy pirma, ant jo neturi buti jokiy kity disky. Be
to, desinysis stiebas taip pat turi bati tuscias. Vadinasi, visi like
diskai turi buati jau perkelti ant vidurinio stiebo! Tik tuomet
galésime perkelti n-3ji (didziausia) disks.

Bandydami (n — 1) mazesniy disky perkelti ant vidurinio stiebo,
galime visiskai nekreipti démesio j n-3jj diska: jis nesutrukdys,
kadangi yra didesnis uz visus likusius diskus. Taigi (n — 1) disky
perkélimas yra visiskai tas pats, tik sumazintas, uzdavinys. Taip
pradedame jzvelgti rekursyvy uzdavinio sprendimg, kurio bendra
schema tokia:

Jei norime perkelti n > 0 disky:
e Visus maZesnius diskus perkeliame ant tarpinio stiebo.
e DPerkeliame n—gjj diskg.

o Visus maZesnius diskus perkeliame ant galinio stiebo.

Tegul kelk yra disky perkélinéjimo funkcija. Ji turi priklausyti nuo
disky, kuriuos reikia perkelti, skaiCiaus. Be to, ji turi zZinoti, nuo
kurio ir ant kurio stiebo norima perkelti diskus. Tai nebus visada tie
patys stiebai A ir C. Pavyzdziui, jei norésime n disky perkelti nuo
stiebo A ant stiebo C, turime (n — 1) diska perkelti nuo stiebo A ant
stiebo B (ta pati uzduotis, tik kitas disky skaicius ir stieby vardai), o
véliau — nuo B ant C. Kintamuosius Zymésime nuo, ant ir tarp
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(tarpiniam stiebui). Jei n >0, diskus perkeliame remdamiesi
aukscCiau aprasyta taisykle, o jei n = 0, nereikia atlikti nieko —
rekursija baigiama.

procedure kelk(n : integer; nuo, tarp, ant : char);
begin
if n > 0 then begin
kelk(n - 1, nuo, ant, tarp); { nuo—>tarp }
{ perkeliamas n-tasis diskas }
writeln (nuo, ' -> ', ant);

kelk(n - 1, tarp, nuo, ant) {tarp—>ant}
end
end;

Jei norime perkelti n disky nuo stiebo A ant stiebo C, iskvieciame
kelk(n, 'A', 'B', 'C'). Zemiau iliustruojamas procediros

veikimas, iSkvietus kelk (3, 'aA', 'B', 'C'):

~— kelk(z,A,2,C)

— kelk(2,A,C,B)
kelk.(1,A,8,0) kelk(1,,4,8)
A 2 [ A 13 C A B C A -3 (&
| &L A Lb )l LA
A—=>C C->8

A—=>C

— kelk(z,8,4,0)
kelk@ z,,c ) S

kelLU A s,c)
‘—; A C )
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Taigi procedira atspausdins:

f=Ros I ool @ T~ =]
|
\%
QQFQWwAO

Nuostabu, kad Siam, i§ pirmo zvilgsnio sudétingam, uzdaviniui
egzistuoja toks elegantiskas sprendimas.

Parodysime, jog aprasytuoju bidu kilnojant diskus perkélimy
skaiCius yra maziausias. Pazymékime T, maziausia perkélimy
skaiciy, reikalingg perkelti n disky nuo vieno stiebo ant kito.
Zinome, kad T,=0,T, =1, T, =3ir Ty, =7.

Be to, i$ ankstesniy samprotavimy seka, kad n disky galima perkelti
T, ,+1+T,, =2T, _, + 1 perkélimais, t. y.:

T,<2T,,+1 (1)

Kita vertus, ar galime k3 nors atlikti geriau? Anksciau ar véliau
butinai teks perkelti n-t3jj (didziausig) diska. Pries tai likusieji n — 1
disky privalés atsidurti ant vidurinio stiebo, o tam reikés bent T,_,
(minimalaus skaiciaus) perkélimy. Vieno perkélimo reikés n-ajam

diskui, ir pagaliau dar bent T, , perkélimy mazesniems diskams
perkelti ant virSaus. Todél:

T,>2T,, +1 (2

I5 (1) ir (2) nelygybiy gauname, kad T, = 2T _, + 1.
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Taigi T, galime apskai¢iuoti pagal rekurentinj sarysj:

T, =0
T,=2T,,+ 1,jein>0 (3)

Pavyzdziui, T, = 2T, + 1 = 15.

Taciau rekurentinis sarySis neatsako j klausima, koks procediros
kelk sudétingumas. Matyti, kad, disky skaic¢iy padidinus vienetu,
éjimy skai¢ius mazdaug padvigubéja. Norédami buti tikri,
iSspresime rekurentinj sarysj.

Pazymékime U, skaiciy, vienetu didesnj uz T : t.y. U, =T, + 1.

Pridéje prie (3) lygybiy po vieneta, gauname:

To+1=1
T,+1=2T,,+2=2(T,;+1),jein>0
Taigi:

U, =1

U,=2U, ,,jein>0

I§ ¢ia matyti, kad U, = 2U,_, = 2"U, , = 2", vadinasi, T, = U, — 1
=2"—1.

Procediiros kelk, perkeliancios n disky, atliekamy zingsniy skaicius
proporcingas T, taigi Sios procediros sudétingumas yra O(2").
Palyginkime procediira kelk su Fibonacio skaiciy skaiciavimo
funkcija F — kiekviena jy atliecka du rekursyvius kreipinius,
argumenta sumazindamos tik pastoviu dydziu. Tai lemia
eksponentinj sudétingumsy.
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4.3 Rekursijos uzbaigimas

Yra jiroj paskandinta dézé, toj dézéj yra zuikis,
tam zuiky — karvelis, tam karvely — kiausinis,
tam kiausiny — adata, jg perlauzus raganius mirs.
Lietuviy liaudies pasaka

Kiekvienoje rekursinéje procediiroje turi biiti numatyti visi ribiniai
atvejai, kuriuos pasiekus rekursija nutraukiama. Ribinis atvejis —
randama ir sulauzoma adata — numatytas netgi pasakoje, tuo labiau
jo nereikty pamirsti programuojant.

Panagrinékime analizuoty pavyzdziy ribinius atvejus. SkaiCiuojant
skaiciaus n faktorialg, ribinis atvejis yra n = 0 (0! = 1), ieskant n-ojo
Fibonacio skai¢iaus — n<2 (F, =F,=1). leskant didziausiojo
bendro skaiciy a ir b daliklio — rekursija baigiama, kai b = 0, keliant
diskus Hanojaus boksty uzdavinyje — kai reikia perkelti O
(t. y. nebereikia kelti né vieno) disky.

Viena vertus, bitina uztikrinti, kad rekursiniame procese biitinai bus
pasiekiamas kuris nors ribinis atvejis, kita vertus — reikia nepamirsti
numatyti visy ribiniy atvejy. Jei karalaitis kiauSinyje rasty ne adatg, o
obuolj, jis atsidurty keblioje padétyje...
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5 PERRINKIMAS IR GR]ZIMO METODAS

Modern computers are so fast that brute force can be an effective and
honourable way to solve problems.

Siuolaikiniai kompiuteriai yra tokie spartiis, kad perrinkimas gali biiti
efektyvus ir garbingas budas uzdaviniams spresti.

Steven S. Skienna, Miguel A. Revilla, ,,Programming Challenges*®

1852 metais matematikas F. Gatris (Francis Guthrie) paskelbé
hipoteze, teigiancia, jog kiekvienam zZemélapiui nuspalvinti taip, kad
jokios dvi gretimos valstybés nebuty nuspalvintos ta pacia spalva,
pakanka keturiy spalvy. Daugelis matematiky sialé Sios hipotezés
jrodymus, taciau vis isaiskédavo, kad jie neteisingi’’. Hipotezé
pagaliau tapo teorema (buvo jrodyta) 1976 metais, o dalis jrodymo
rémési kompiuteriu iSnagrinétomis 1476 situacijomis. Kompiuterio
programa veiké Simtus valandy, o Zmonéms nepakako ir Simto
mety. Taigi nors perrinkimo metodai daznai buna neefektyvas,
spartéjant kompiuteriams S$is sprendimo budas (visy galimy
sprendiniy iSbandymas) tam tikrais atvejais gali btti priimtinas, ypac
jei perrinkimg pavyksta optimizuoti.

Formaliai perrinkimg galima apibrézti kaip uzdaviniy sprendimo
metody, kai iSbandomi visi galimi sprendiniai.

Siame skyrelyje susipaZinsime su patogiu metodu perrinkimui

realizuoti — grizimo metodu. Grjzimo metodas (angl.
Backtracking) — tai sistemingas budas spresti uzdaviniams, kuriy
sprendinys yra kintamyjy p;, p., ..., p, reikSmiy rinkinys, tenkinantis

kokius nors reikalavimus. Prisiminkime, pavyzdziui, Keliaujancio
. . v .. Ve . . . v .
pirklio uzdavin'’: §iuo atveju kintamuyjy p,, ps ..., p, reiksméms

15 Keletas jrodymy buvo paneigta praéjus tik 11 mety po jy paskelbimo.
16 Zr. 1.7 skyrelj.
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reikia priskirti skirtingus miesty numerius taip, kad Si miesty
aplankymo tvarka ir biity pageidaujamas marsrutas.

Pagrindiné grizimo metodo idéja tokia: paeiliui renkamos visy
galimy kintamyjy reikSmés ir tikrinama, ar tenkinami reikalavimai,
o radus sprendinj arba situacija, kai reikalavimai netenkinami,
griztama per vieng zingsnj atgal ir parenkama nauja atitinkamo
kintamojo reik§meé.

Programuojant grizimo metoda daznai naudojama rekursija. Panag-
rinésime abstrakciy kombinatoriniy uzdaviniy sprendimy schemas
bei pora konkreciy uzdaviniy.

5.1 Kéliniy generavimas

Sakykime, parduotuvés lentynoje
vienoje eiléje reikia isdélioti n skir-
tingy prekiy. Raskime visus skirtin-
gus biidus, kaip tai padaryti. Uzda-
vinys yra ekvivalentus visy n ilgio
kéliniy be pasikartojimy generavi-
mo uzdaviniui.

Kas gi tas kélinys be pasikartojimy?
Tarkime, turime aibg i$ n elementy.
Kiekviena visy (skirtingy) n ele-
menty seka vadinama kéliniu be

pasikartojimy. Taigi kéliniai vie-
nas nuo kito skiriasi tik elementy

13 pav. Visi galimi trijy
prekiy isdéstymo lentynoje
budai

iSsidéstymu vienas kito atzvilgiu.
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Parasykime algoritmg, kuris iSspausdinty visus prekiy isdéstymo
biidus. Prekes laikysime sunumeruotomis nuo 1 iki n.

Atkreipkite démesj — sis uzdavinys priskiriamas jzangoje minétai
uzdaviniy klasei: m-ojoje vietoje padéta preke (prekés numerj)
pazyméjus p,, reikia rasti kintamyjy py, ..., p, reiksmiy (kintanciy
nuo 1 iki n) rinkinius, tenkinancius viena reikalavimg — visos
reikSmeés turi biti skirtingos; tuos rinkinius atspausdinti.

Uzdavinj galima iSreiksti rekursyviai, t. y. suskaidyti j tokius pat, tik
mazesnius, uzdavinius. Tegu procediira generuok(m, n) priskirs
reikSmes kintamiesiems nuo p,,-ojo iki p,-ojo. Tuomet jos veikimas
galéty buti toks:

e Jeim < n, imti po vieng visas dar lentynoje nepadétas prekes
ir su kiekviena atlikti tokius veiksmus:
o Preke padéti | m-3ja pozicija lentynoje
(p,, := prekés numeris).
o Sudéti j lentyna likusias prekes (priskirti reikSmes
kintamiesiems nuo p,,, iki p,) — toks pat uzdavinys,
taigi iskviesti generuok (m + 1).
o Preke, esanCia m-ojoje pozicijoje, paimti nuo
lentynos.
e Jei m > n, tai $i procediira iSkviesta jau isdéliojus visas
prekes  lentynoje, todél atspausdiname  kintamyjy
Pis Pos ---s P reikSmes.

Norint patikrinti, kurios prekés jau sudétos j lentyng, galima
perzitréti jau priskirtas reikSmes. Taciau paprasciau ir efektyviau
paskirti globaly loginj masyva panaudotas, ir, padéjus j lentyna
preke su numeriu i, pazyméti, jog Sis numeris jau panaudotas
(panaudotas[i] := true), o paémus preke nuo lentynos — atstatyti

buvusig reik§me (panaudotas[i] := false).
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const MAXN = 20; { didZiausia n reikSmé }

var p : array [l..MAXN] of integer;
panaudotas : array [l..MAXN] of boolean;

procedure spausdink(m: integer);
var i : integer;
begin
for i := 1 to m do
write(p[i]l, " '");
writeln;
end;

procedure generuok (m, { parenkamas elementas m-ajai pozicijai }
n : integer);
var i : integer;
begin
{ jei m > n, tai si procediira iskviesta jau sugeneravus visq kélinj }
if m > n then
spausdink (n)

else
for i := 1 to n do

if not panaudotas[i] then begin
panaudotas[i] := true;
plm] := 1i;
generuok(m + 1, n);
panaudotas[i] := false;

end;

end;
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14 pav. Proceduiros generuok vykdymg
vaizduojantis medis (n = 3)

Kad galétume iSspausdinti visas trijy prekiy isdéliojimo lentynoje
tvarkas, jvykdome:

n := 3;

for i := 1 to n do
panaudotas[i] := false;

generuok(l, n);

Parasytg procediirg nesunku pritaikyti kitiems uzdaviniams — vietoj
spausdinimo galima atlikti kokius nors kitus veiksmus. Spausdinimg
iskéléme | atskirg procediira norédami paryskinti sprendimo
struktiirg.

Koks gi parasytos programos sudétingumas, t.y. kaip atliekamy
veiksmy skaiCius priklauso nuo n? Algoritmas generuoja visus
imanomus skaic¢iy nuo 1 iki n isdéstymo j eile budus. Kiek jy yra?
Pirmgjj skaiCiy galima parinkti n buady, antrgjj skaic¢iy — (n—1)
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budu (kadangi vienas skaiCius jau pasirinktas), treciaji skaiCiy —
(n — 2) budais (du skaiciai jau parinkti) ir t. t. Gauname, kad yra
n(n — 1)(n — 2)...-2-1 = n! skirtingy budy isdéstyti n skaiciy j eile.
Taigi procedtiros generuok sudétingumas yra O(n!). Pavyzdziui, kai
n = 13, tai vieng atspausdinta eilute sudaro apie 30 simboliy, o
eiluciy yra 13! = 6227020800 ir programa spausdinty daugiau nei
150 gigabaity teksto... (jei, zZinoma, sulauktume veikimo pabaigos).

5.2 Astuoniy valdoviy uzdavinys

Isspresime  klasikin  astuoniy

valdoviy uzdavinj.

7l Y W)
W 7 K

UZzduotis. 8x8 dydzio Sach- 7 - i
maty lentoje reikia isdélioti 8 //A/,' //// ///,/ %
valdoves taip, kad jokiu bidu - %l/ ////‘// %/////
neatsidurty dvi vienoje eiluté- ///// %, A b
je, stulpelyje arba jstrizainéje § 7//4 /////‘ﬁ”/////
(t. y. né viena negaléty nu- 7// é@ //// ////
with VA Y

VER

N

kirsti kitos tolesniu éjimu).
UZzdavinio formuluote isplési-

15 pav. Astuoniy valdoviy

me ir ieskosime, kaip n val- G
isdéstymo pavyzdys

doviy surikiuoti n x n dydZio
lentoje.

Sj uZdavinj taip pat spresime grjzimo metodu. Pavyzdziui, lentos
langelius sunumerave nuo 1 iki n®, kiekvienai valdovei galime skirti
po viena langelj (numerj) taip, kad buty tenkinama uzdavinio
salyga. Taciau spresdami uzdavinj Siuo budu, turétume iSnagrinéti
labai didelj varianty skaiciy. Varianty skaicius, kuriuo astuonioms
valdovéms galima paskirstyti langeliy numerius nuo 1 iki 64 yra
64:63-62:61:60-59-58-57=178 462 987 637 760 budy.
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Be abejo, didzioji dalis Siy varianty visiskai nejdomis, nes labai
tikétina, kad kurios nors dvi valdovés atsidurs toje pacioje eilutéje,
stulpelyje arba jstrizainéje. Atkreipkime démesj — kiekviename
stulpelyje turés atsidurti lygiai viena valdové; stulpeliy yra tiek, kiek
ir valdoviy, o viename stulpelyje dvi valdovés stovéti negali.

Taigi galima Siek tiek kitaip vykdyti perrinkimg. Tegu p, yra
valdovés, stovincios k-ajame stulpelyje, eilutés numeris. Kintamie-
siems py, p,, ..., p, reikia priskirti reikSmes nuo 1 iki n taip, kad jo-
kios dvi valdovés neatsidurty vienoje eilutéje arba jstrizainéje.

Sitaip atlickant perrinkima, net nepaisant jstrizainiy apribojimo,
nagrinéjamy varianty bus tik n!. Palyginkite — astuoniy valdoviy
atveju teks iSnagrinéti 8! =40 320 varianty vietoj
178 462 987 637 760.

Perrenkant valdoviy rikiavimo budus, visai nesudétinga sekti,
kuriose eilutése valdovés jau pastatytos — tam galima skirti loginj
masyva.

Taciau kaip elgtis su jstrizainémis? Patikrinti, ar dvi valdovés
nestovi vienoje jstrizainéje, galima sustacius visas valdoves. Taciau
iSsisuksime paprasCiau (ir efektyviau) pastebéje, kad jstrizaines taip
pat nesunku sunumeruoti: vienoje jstrizainéje esanciy langeliy
eilutés ir stulpelio numeriy suma arba skirtumas yra pastovus.

Taigi zinodami langelio koordinates (stulpelio ir eilutés numerius),
galime pasakyti, kuriai jstrizainei priklauso $is langelis. Istrizainéms
skiriame du loginius masyvus su indeksais atitinkamai [2..2n] ir
[-n + 1..n — 1], kuriuose Zymésime, ar jstrizainés jau uzimtos.
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1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
112 |3]4|5]|6 110 (-1|-2|-3]-4
213|456 7 21110]|-1]-2]|-3
3145|678 312 |11]0]-1]-2
41516 [7(8]|9 4 3|12 ]1]0|-1
5167|8910 5114|3210

16 pav. Kairéje pavaizduotos jstrizainés numeruojamos eilutés ir stulpelio
numeriy suma, desinéje — skirtumu

Parasysime procediiry statyk(k, n), perrenkancig sprendinius
grizimo metodu, kuri visais jmanomais budais sudélios lentoje
valdoves nuo k-osios iki n-osios. k-oji valdové bus statoma k-ajame
stulpelyje. Taigi procedira turi bandyti pastatyti k-3ja valdove
nepazeisdama apribojimy, o pastaCius — pazyméti uzimtas eilute ir
istrizaines, ir iskviesti statyk (k + 1, n).

Jei iskvietus procediira parametro k reik§mé virsija n (k > n), tai
reiskia, kad $i procedura buvo iSkviesta sudéliojus visas n valdoviy,
taigi radus sprendinj. Viena vertus, sudéliojus visas n valdoviy,
procediiros statyk buty galima nebekviesti, tacdiau dél Sio
papildomo iskvietimo programa tampa paprastesné ir aiskesné. Tai
daznai naudojama rekursyviose procediirose.

Procediroje skaiCiuosime, kiek yra sprendiniy, t.y. budy isdélioti
valdoves lentoje. Taciau nesunku modifikuoti procedirg taip, kad si
rastus sprendinius isspausdinty — tuomet dar reikéty saugoti, kur
lentoje statomos valdovés.
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const MAXN = 12;

var eiluté : array [1l..MAXN] of boolean;
istrl : array [2..2 * MAXN] of boolean;
istr2 : array [-MAXN + 1..MAXN - 1] of boolean;
sprendiniy_sk : longint;

procedure statyk(k, { valdové statoma k-ajame stulpelyje }
n : integer { reikia pastatyti n valdoviy }) ;
var i : integer;
begin
if k > n then { rastas sprendinys }
sprendiniy_ sk := sprendiniy sk + 1
else
for i := 1 to n do
if not (eilutéli] or
istrl[i + k] or
istr2[i - k])

then begin
eiluté[i] := true;
istrl[i + k] := true;
istr2[i - k] := true;

{ bandoma pastatyti likusias valdoves }
statyk(k + 1, n);

eiluté[i] := false;

istrl[i + k] := false;

istr2[i - k] := false;
end;

end;
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17 pav. Valdoviy uzdavinio rekursijos medis, kai n=4

5.3 Gretiniai, deriniai ir
poaibiai

Ankstesniame skyrelyje (5.1) nagrinéjo-
me, kiek ir kokiy kombinacijy galima su-
daryti i$ jvairiy objekty, kad buty tenki-
namos vienokios ar kitokios sglygos. Sitai
nagrinéja matematikos Saka, vadinama
kombinatorika, kuri atsirado XVI amziuje
iSpopuliaréjus azartiniams zaidimams. Pir-
mieji kombinatorikos uzdaviniai ir buvo
susije su Siais zaidimais, pavyzdziui, buvo
tirlama, keliais blidais galima iSmesti kokj

18 pav. Azartiniai
Zaidimai buvo dingstis
atsirasti

kombinatorikai

nors tasky skaiCiy, zaidziant dviem arba trimis kauliukais.
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Kombinatorikos ziniy prireikia spren-
dziant jvairius olimpiadinius uzdavinius.
Siame skyrelyje glaustai iSdéstysime,
kaip generuoti kitus junginius rekursi-
niais algoritmais'’.

Gretiniai. Grizkime prie pavyzdzio su
parduotuve. Sakykime, turime n skirtin-
gy prekiy, kurias reikia isdélioti lenty-
noje; deja, lentynoje telpa tik k prekiy
ir visy prekiy i$ karto parodyti pirke-
jams nepavyks. Reikia rasti visus budus,
kuriais galima isdélioti prekes lentynoje.
Tusciy viety likti lentynoje negali.

Kitaip sakant, reikia rasti visus

19 pav. Keletas gretiniy is
penkiy prekiy po tris

gretinius be pasikartojimy i§ n ele-
menty po k. Uzdavinys labai panasus j
jau nagrinéta kéliniy be pasikartojimy generavimo uzdavinj, tiesiog

i§ n elementy renkame tik k (k < n).

const MAX = 20; { didZiausia n ir k reikSmeé }

var p : array [l..MAX] of integer;
panaudotas : array [l..MAX] of boolean;

17 Yra efektyvesniy (nerekursiniy) kombinatorinius objektus generuojanciy
algoritmy, taCiau rekursiniai algoritmai yra intuityvesni ir lengviau realizuojami.
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procedure generuok (m, { parenkamas elementas m-ajai pozicijai }

n, k : integer);
var i : integer;
begin
{ jeim >k,

tai i proceduira iskviesta jau sugeneravus visq gretinj }
if m > k then
spausdinkm(k)

else
for i := 1 to n do

if not panaudotas[i] then begin
panaudotas[i] := true;
plm] := 1i;
generuok(m + 1, n, k);
panaudotas[i] := false;

end;

end;

Norédami gauti visus gretinius i§ 5 po 3, j procedirg kreipiamés:

n :=5;

k = 3;

for i := 1 to n do
panaudotas[i] := false;

generuok(l, n, k);

Suskaiciuosime, kiek gali bati skirtingy gretiniy be pasikartojimuy,
tuo paciu jvertinsime ir algoritmo sudétingumg. Pirmaja preke
galime rinktis i§ visy n prekiy, antrajg preke — i§ (n — 1) prekés ir
t. t. k-3ja preke galime rinktis i§ (n — k+1) prekiy.

Gretiniy be pasikartojimy i§ n elementy po k skai¢ius Zzymimas A"
ir lygus

Af=n(n—1Dn—-2)...(n—k+1).

18 Procediros spausdink teksta rasite 5.1 skyrelyje
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Deriniai. Generuodami gretinius atsizvelgéme j prekiy iSdéstyma
lentynose. Paméginkime rasti visus budus, kuriais galima isdéstyti n
skirtingy prekiy lentynoje, kurioje telpa tik k prekiy (lentynoje
neturi likti tus¢iy viety) nekreipiant démesio j prekiy iSdéstyma,
t. y. kai rapi tik tai, kokios prekés yra lentynoje, taciau nesvarbu,
kokia tvarka jos ten iSdéliotos. Kitaip sakant, reikia sugeneruoti visus
derinius be pasikartojimuy is n elementy po k.

Derinius galima generuoti kaip gretinius, laikantis vienos
papildomos taisyklés: prekés déliojamos taip, kad jy numeriai
sudaryty didéjanciag seka, t.y. p; <p, <ps<..<p. Derinius
generuojanciai rekursinei procedurai prireiks vieno papildomo
parametro, kuris rodyty, nuo kurio elemento galime rinkti tolesnius

Gp & 52
< Be Em

20 pav. Keletas deriniy is penkiy prekiy po tris (tvarka deriniuose nesvarbi)

elementus.

const MAX = 20; { didZiausia n ir k reikSmeé }
var p : array [l..MAX] of integer;
panaudotas : array [l..MAX] of boolean;
procedure generuok (nuo, { bus renkamasi tik is elementy,
didesniy arba lygiy ,nuo™ }
{ parenkamas elementas m-ajai pozicijai }
n, k: integer);
var i : integer;
begin
{ jei m > k, tai $i procediira tskmesta jau sugeneravus visq derinj }
if m > k then spausdlnk (k)

19 Proceduros spausdink tekstg galite rasti 5.1 skyrelyje.
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else
for i := nuo to n do

if not panaudotas[i] then begin
panaudotas[i] := true;
plm] := 1i;
generuok(i + 1, m + 1, n, k);
panaudotas[i] := false;

end;

end;

Norédami gauti visus skirtingus derinius i§ 5 elementy po 3, i}
procediirg kreipiamés:

n := 5;

k = 3;

for i := 1 to n do
panaudotas[i] := false;

generuok(l, 1, n, k);

Beliko apskaiciuoti, kiek gali biiti skirtingy deriniy be pasikartojimy
i§ n po k. Sj skai¢iy pazymékime C,’f .

Sakykime, turime konkrety derinj. Jei paimtume visus jo
perstatymus, gautume visus kélinius be pasikartojimy i$ ty k derinj
sudaranciy elementy. Tokiy kéliniy gali buti k!

O jei kartu paimtume visus kiekvieno galimo derinio perstatymus,
gautume visus gretinius be pasikartojimy i§ n elementy po k. Zino-
me, kad jy gali bati A,* = n(n — 1)(n — 2)....(n —k + 1). Gauname:

KC* = A% arba CF ZA_,’f: n(n—)(n-2)..(n—k+1) _ =l

k! k! kl(n —k)!
Pavyzdziui, jei turime 10 prekiy, o lentynoje telpa 7 prekés, tai
nepaisydami prekiy iSdéstymo tvarkos Sias prekes galime isdélioti
o 8-9-10

7110-7)!  3-2-1

lentynoje C170 = =1080 budy.
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Poaibiai. Visus galimus n elementy aibés poaibius galime gauti
generuodami i§ eilés O, 1, 2, ..., n ilgio derinius be pasikartojimy.
Galimas ir dar paprastesnis biidas: pakanka sugeneruoti visus
jmanomus zodzius, kuriy ilgis n i§ abécélés {true, false}.

G0 @ &35 W E

{twe , false , trie , forlse , Hue >

|

21 pav Abécélés {true, false} ZodZiy transformavimo j poaibius pavyzdys

const MAXN = 20; { didZiausia n reiksmé }
var parinktas : array [1..MAXN] of boolean;

procedure spausdink (m: integer);

var i : integer;
begin
write('{ ") ;
for i := 1 to m do
if parinktas[i] then
write(i, ' '):;
writeln ('} ")
end;
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procedure generuok(k, n : integer);
{ nagrinéjamas k-asis n elementy aibés narys }
var log : boolean;
begin
{ jei k > n, tai i procediira iskviesta jau sugeneravus visqg poaibj }
if k > n then
spausdink (k)
else
for log := false to true do begin
parinktas[k] := log;
generuok(k + 1, n);
end;
end;

Norédami gauti visus poaibius i$ 4 elementy, | procediirg generuok
kreipiameés:

n := 4;
generuok (1, n);

Suskaiciuosime, kiek skirtingy poaibiy turés aibé i$ n elementy, o
tuo paciu ir algoritmo sudétingumg. Poaibiy skaidius lygus visy jma-
nomy n ilgio Zodziy i§ abécélés {true, false} skaiciui. Kadangi
kiekvieng tokio zodZio raide galime parinkti dviem badais (atitinka-
mas elementas arba jtraukiamas j poaibj, arba ne), tai tokiy zodziy
(ir galimy poaibiy) skaicius lygus 2".

5.4 Uzdavinys Pakyla™

Panagrinésime vieng uzdavinj, kurio sprendimui reikia taikyti
kombinatorikos Zinias ir perrinkti visus jmanomus variantus.

20 Sis uzdavinys buvo pateiktas Lietuvos moksleiviy informatikos olimpiadoje III
etape 2004 metais.
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Tarp dviejy tasky A ir B norime pastatyti pakylg, kurios
aukstis H metry. ] pakylos virsy tiek is tasko A, tiek is tasko
B turi vesti kylantys laiptai. Laipty pakopos aukstis yra 1
metras. Nesunku apskaiciuoti, kad pakylg turi sudaryti
(2H-1) pakopy — po (H — 1) is kiekvienos pusés bei virsuti-
né. Pirmoji laipty, kylanciy is tasko A (tasko B), pakopa tu-
ri prasidéti taske A (atitinkamai taske B).

Atstumas tarp tasky A ir B lygus P metry. O kiekvienos
pakopos plotis turi biuti lygus sveikajam metry skaiciui.
Auksciausioje dalyje esancios pakopos plotis turi buti lygus V
metry.

UZduotis. Reikia rasti visus galimus skirtingus budus
pakylai jrengti. Duvi pakylos laikomos skirtingomis, jei jy
aukstis skiriasi bent vienoje pozicijoje tarp tasky A ir B.

Galioja ribojimai: pradiniai duomenys tokie, kad galimy
varianty skaicius pakylai jrengti nevirsija 20 000.

22 pav. Pakylos pavyzdys. H=4; P=12; V=3;
Si pakyla apibudinama seka: 023 4 7 8 10 12
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Pries sprendziant uzdavinj, svarbu tiksliai apibrézti, ko i§ tiesy
ieskome. Kiekviena galima pakyla atitinka didéjanti skaiciy nuo 0
iki P seka {S;}, kuriag sudaro lygiai 2H skaiciy ir kuri tenkina
papildomus ribojimus:

e S5 =0

e Sou=P;

e Sy —Su=V.

Kiekvienas Sios sekos elementas rodo vietg (koordinate x), kurioje
keiciasi pakopos aukstis. Pavyzdziui, paveiksle pavaizduota pakyla
atitinka skaiciy seka < 0, 2, 3, 4, 7, 8, 10, 12 >.

Taigi pirmojo ir paskutinio nario reik§més yra fiksuotos, o
(H+1)-ojo  nario reikSmé priklauso nuo H-ojo nario:
Sie1 = Sy + V. Nesunku apriboti k-ojo nario reik$me:

S <S8, <P—(V—1)—(2H —k) , jei 2 < k < H;
S, <S8, <P—(2H —k),jei H+2 <k < 2H — 1.

Apatinis ribojimas isplaukia i to, kad seka yra didéjanti, o virSutinis
— kad nepritrukty skaiciy sekai uzbaigti.

Gavome deriniy generavimo uzdavinj, tik tam tikrais ribojimais
maksimalioms pozicijy reikSméms.

Pasinaudosime jau Zzinomu deriniy generavimo algoritmu, kurj
pritaikysime S$io uzdavinio sprendimui. Beje, sutarsime, kad
sprendinys egzistuoja.

const MAXH = 100; { maksimalus pakylos aukstis }

var s : array [l..2*MAXH] of integer;
P, H, V : integer;
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procedure generuok(k : integer);
{ generuoja sekos narj, kurio numeris k }
var i, max : integer;
begin
if k = 2*H then
{ sugeneruoti visi nariai (paskutinis Zinomas is anksto) }
spausdink(Z*H)21
else if k = H+1 then begin
{ (H+1)-osios pakopos virsunés plotis fiksuotas }
s[k] := s[k-11+V;
generuok (k+1) ;
end
else begin
{ nagrinéjamos visos galimos k-ojo nario reikSmés }
if k <= H then

max := P-(2*H-k)-(V-1)
else
max := P-(2*H-k);
for i := s[k-1]+1 to max do begin
s[k] := 1i;
generuok (k+1) ;
end;

end;
end;

I procediirg generuok turi baiti kreipiamasi tokiu btidu:

S[1] :=
S[2*H]

0;
= P;
generuok (2) ;

5.5 Perrinkimo optimizavimas
Panagrinékime dar vieng pavyzdj. Sakykime, saugos koda, kurj

reikia surinkti jeinant j laiptine, sudaro 3 skaitmenys. Norint jj
atspéti, reikia isbandyti 10°=1000 varianty. Jei viena koda galima

21 Procediira spausdink analogiSka spausdinimo procedirai 5.1 skyrelyje.
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surinkti ir pabandyti atidaryti duris per 3 sekundes, tai visus
variantus pavyks iSbandyti per 50 minuciy. Taciau jei saugos koda
sudaryty 4 skaitmenys, tai visiems 10*=10 000 variantams isbandyti
prireikty daugiau nei 8 wvalandy. Matome, kad pradiniams
duomenims (t.y. skaitmeny skaic¢iui) padidéjus 33%, galimy
sprendiniy skaicius padidéja 900%. Toks staigus sprendiniy skaiCiaus
augimas vadinamas kombinatoriniu sprogimu.

Vienas didziausiy perrinkimo trikumy yra tai, kad susiduriama su
kombinatoriniu sprogimu. Generuojant kombinatorinius objektus
kitaip ir negali buti: reikia rasti visus objektus, o jy yra daug, taigi ir
algoritmy sudétingumas turi buti didelis. Taciau dazniau tenka
ieskoti tam tikros kombinacijos, t. y. sprendinio, tenkinancio kon-
krecias salygas.

Todél daugelyje tokiy uzdaviniy stengiamasi optimizuoti paieska.
Vienas galimy optimizavimo budy — paanalizuoti sprendinio
struktiirg ir sumazinti galimy sprendiniy paieskos erdve. Taip
daréme Astuoniy valdoviy uzdavinyje. Pradiné sprendiniy erdvé buvo
gana didelé: buvo sutarta, kad kiekviena valdové gali stovéti bet
kuriame lentos langelyje (po vieng valdove langelyje), ir galimy
varianty skaicius vir§ijo 4-10°. Tacdiau jei perrenkant variantus,
kiekviena valdové statoma tik j tuscia eilute — tai iSnagrinéjamy
varianty skaicius is karto sumazéja iki 8! = 40 320.

Gali pavykti sumazinti ir skyrelio pradzioje pateikto uzdavinio
paieskos erdve. Jei zinoma, kad visi skaiciai turi baiti paspausti vienu
metu, tai saugos kode nebus pasikartojanciy skaitmeny. Be to, Sitaip
parenkant koda nenustatoma skaitmeny tvarka, todél galime dar
sumazinti sprendiniy erdve: pakanka iSbandyti visus derinius.
Pavyzdziui, bandant atspéti keturiy skaitmeny saugos koda, mus
domina visi deriniai i§ 10 po 4. Jy skai¢ius yra C,' = 210
(palyginkite su 10 000).
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Jei reikalingas tik vienas sprendinys, paieska verta optimizuoti
parenkant sprendiniy nagrinéjimo tvarkg taip, kad tikétini
sprendiniai biity nagrinéjami pirmiausia, jei tik tai jmanoma
padaryti.

Yra jvairiausiy kity metody paieskai pagreitinti, daznai priimtiny tik
konkreCiam uzdaviniui Pavyzdziui, ieskant geriausio éjimo stalo
zaidimuose, naudojama Minimax paieska su Alfa-Beta atkirtimu; sis
metodas leidzia anksciau atkirsti daug neperspektyviy paieskos
medzio Saky.
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6 RIKIAVIMAS IR PAIESKA

Any inaccuracies in this index may be explained by the fact that it has
been sorted with the help of a computer.

Bet kokie netikslumai Siame sgrase gali biti paaiskinti tuo,

kad jis buvo isrikiuotas kompiuteriu.

Donaldas Knutas (Donald Knuth)

Su rikiavimo ir paieskos uzdaviniais susiduriama labai daznai.
Rikiavimas ir paieska neretai yra sudétiné kity algoritmy dalis.
Norint sékmingai dalyvauti informatikos olimpiadose, bitina
iSmanyti rikiavimo ir paieskos algoritmus. Su jais susipazinsime
siame skyrelyje.

6.1 Rikiavimo uzdavinys

Rikiavimo uzdavinys apibréziamas taip: reikia rasti tokig sekos

a, Gy, ..., @, perstaty a;;, ap, ..., G;,, kad a;; < ap, < ... < ;.

Praktikoje retai rikiuojama vien tik skaiciy seka. Dazniausiai
dirbama su sudétingesniais duomenimis (jrasais), kurie rikiuojami
pagal vieng ar kelis jraso laukus. Pastaruoju atveju norint palyginti
du jrasus tenka apibrézti, kada vienas jrasas ,mazesnis* uz kitg, ir
parasyti atskirg logine funkcijg dviems elementams palyginti.

Kad nekomplikuotume, algoritmus pateiksime rikiuodami skaiciy
masyva didéjimo (nemazéjimo) tvarka:

const MAXN = ...; { maksimalus masyvo ilgis }
type masyvas = array [l..MAXN] of integer;

Rikiavimo algoritmy yra daug ir jvairiy, tolesniuose skyreliuose
aptarsime tik kelis naudingiausius. Pateiktus algoritmus bus nesunku
pritaikyti ir kitokiems duomeny tipams.
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6.2 Rikiavimas jterpimu

Rikiavimo jterpimu (angl. Insertion sort) algoritmo idéja primena
rankoje laikomy korty rikiavimg — | isrikivoty korty eile kiekvienu
Zingsniu jterpiama viena nauja korta.

Pradedant rikiuoti masyvy, <
surikiuota masyvo dalis susi- ® 6
deda i§ vieno (pirmojo) ele- @J ® !

mento. Pries atliekant k-3ji (?___,
zingsnj, jau yra iSrikiuota ma- ® ®
syvo dalis [1..k], o k-uoju

zingsniu (k + 1)-asis elemen-
tas jterpiamas j Sia iSrikiuota

dalj. Iterpimas atliekamas

D
tokiu badu: (k + 1)-asis ele- Q@
Q

mentas jsimenamas, visi di-

desni uz jj isrikiuotos masyvo
dalies elementai paslenkami S
pirmyn, o s jterpiamas | 23 pav. Rikiavimo jterpimu pavyzdys

naujg savo vietg.

procedure rikiuok(const n : integer;
var A : masyvas);
var i, k, t : integer;
begin
for k := 1 ton - 1 do begin
t :=A[k + 1];
{ skaiciy t jterpsime j iSrikiuotqg masyvo dalj [1..k] }
i := k;
while (i > 0) and (A[i] > t) do begin
Ali + 1] := A[i];
i =1 - 1;
end;
Ali + 1] := t;
end;
end;
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Algoritmo sudétingumas blogiausiu atveju yra O(n*). Tuo nesunku
jsitikinti panagrinéjus algoritmo veikima rikiuojant seka, kuri jau
isrikiuota priesinga tvarka — tuomet kiekvienu Zingsniu elementas
iterpiamas | masyvo pradzig. Taigi atliekamy veiksmy skaicius
priklauso nuo pradinés masyvo tvarkos. Kuo tvarkingesnis
(panaSesnis j iSrikiuotg) yra masyvas, tuo greiCiau veikia rikiavimas
iterpimu. Jei tenka rikiuoti beveik isrikiuota masyva, algoritmas
veikia beveik tiesiskai.

Algoritmas néra tinkamas rikiuoti dideliy elementy masyvams,
kadangi atliekama itin daug kopijavimo operacijy. Taciau rikiavima
jiterpimu efektyvu taikyti saraSy (sudétingesniy duomeny struktiiry)
rikiavimui — juose elemento jterpimg galima atlikti nekopijuojant
kity elementy.

Taigi rikiavima jterpimu verta naudoti, jei masyvas nedidelis, jame
saugomi nedideli elementai arba i$ anksto zZinoma, kad teks kelis
kartus rikiuoti tg pati masyvy, pavyzdziui, pakeitus kelis jo
elementus.

6.3 Greitasis rikiavimas

Greitojo rikiavimo algoritmas (angl. Quicksort) perskiria rikiuoja-
mg masyvy j dvi dalis, ir kiekvieng dalj isrikiuoja atskirai. Pagalvoki-
me, kokias salygas turi tenkinti masyvas, kad perskyre ji pusiau ir
Sias dalis iSrikiave atskirai, gautume iSrikiuota masyvy. Atsakymas
gana paprastas: pirmojoje dalyje turi bati maZesnieji elementai, o
antroje — didesnieji, t.y. pirmoje dalyje neturi bfiti jokio elemento,
kuris, isrikiavus masyva, atsidurty antroje dalyje ir atvirksciai.

Deja, nezinomas joks greitas (tiesinis) ,perkélimo® algoritmas.
Taciau nenusiminkime. Yra Zinomi tiesinio sudétingumo
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algoritmai, kurie, perkeldami mazZesniuosius elementus | pirmg
dalies puse, padalija masyvyg beveik pusiau. T.y. tikimybé, kad
padalijimas bus neblogas (abiejose pusése elementy skailius bus
panasus), yra labai didelé.

Pateiksime funkcijg perskirk, perskirianc¢ia masyvo dalj [k..d] | dvi
dalis [k..v] ir [v+1..d] taip, kad pirmojoje dalyje atsidurty mazesnieji
elementai, o antroje — didesnieji. Kadangi funkcija ne visuomet
masyvo dalj perskiria pusiau, ji grazina dalijamojo elemento indeksa
v (t.y. vietg, kurioje masyvo dalis perskiriama). Sios informacijos
reikia rikiavimo algoritmui.

function perskirk(var A : masyvas;
const k, d : integer) : integer;

procedure sukeisk(var x, y : integer);

var t : integer;
begin
t = x;
X 1= y;
y = t;
end;
var x : integer; { dalijamoji reikimé }
i, 3 : integer;
begin
x := A[k];
i :=%k - 1;
J o:=d + 1;

perskirk := 0;
while perskirk = 0 do begin { dalis dar neperskirta }
repeat { praleidziami elementai, maZesni uz x }
i =1+ 1
until A[i] >= x;
repeat { praleidziami elementai, didesni uz x }
Jj =3 -1
until A[]] <= x;
if i < j then sukeisk(A[i], A[j])
else perskirk := j;
end;
end;
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Sis perskyrimo algoritmas pirmiausia pasirenka dalijamajg reikime x
ir pamazu augina dvi masyvo dalis: [k..i] su maZesniais uz x
elementais ir [j..d] su elementais, didesniais uz x. Kai indeksai i ir j
wsusitinka®, algoritmas baigia darba, o funkcija grazina perskyrimo
vietg. IS tiesy Sioje funkcijoje slepiasi daug svarbiy detaliy ir ja
programuoti reikia labai atidziai.
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24 pav. Funkcijos perskirk veikimo pavyzdys

Dabar nesunku uzrasyti greitojo rikiavimo algoritma:

procedure rikiuok(var A : masyvas;
const k, d : integer);

var v : integer;
begin
if k < d then begin
v := perskirk (A, k, d);

{ rekursyviai isrikiuojamos kairioji ir desSinioji masyvo dalys }
rikiuok (A, k, v);
rikiuok (A, v + 1, d);
end;
end;
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Norint surikiuoti n elementy seka A, | procedirg kreipiamasi
rikiuok (A, 1, n);
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25 pav. Greitojo rikiavimo veikimo iliustracija

Nelengva apskaiCiuoti greitojo rikiavimo algoritmo sudétingumg,
nes atliekamy veiksmy skaicCius priklauso ne tik nuo duomeny
skaiCiaus, bet ir nuo paciy duomeny. Greitojo rikiavimo algoritmo
sudétingumas blogiausiu atveju yra O(n”), o vidutiniu — O(n log n).

Nors yra rikiavimo algoritmy, net blogiausiu atveju isrikiuojanciy n
elementy per O(n log n) laika, greitasis rikiavimas, nepaisant savo
blogiausio atvejo sudétingumo, praktiskai yra sparciausias rikiavimo
algoritmas. Be to, jj uzrasyti procediira nesudétinga, o jo vykdymui
nereikalinga papildoma atmintis.
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Dél isvardyty privalumy greitasis rikiavimas daznai naudojamas
praktikoje.

Ir jterpimo, ir greitojo rikiavimo algoritmai pagrjsti dviejy elementy
palyginimais, t.y. S$iy algoritmy sudétingumas proporcingas
atliekamy palyginimy skaiCiui. Yra jrodyta, kad nepavyks parasyti
palyginimais paremto algoritmo, kurio efektyvumas buty geresnis
nei O(n log n), kur n — rikiuojamos sekos elementy skaicius. Taciau
duomenims, pasizymintiems tam tikromis savybémis, galima suda-
ryti greitesniy rikiavimo algoritmy. Vienas tokiy — rikiavimas
skaiciavimu.

6.4 Rikiavimas skaiciavimu
Rikiavimas skaiciavi-

mu (angl. Counting sort)
skirtas rikiuoti sekoms,

kuriy visi elementai pri- ® @
klauso nedidelei aibei. \[/

Ve . v Z 3 L]
Pavyzdziui, Zinome, kad i o O

visi masyvo A elementai
yra sveikieji skaiciai, pri- /\ M\
klausantys intervalui

[1, 1000]. Tuomet atski- Q@ O ©

rame 1000 elementy skai-

¢iy masyve C jsimenama, 26 pav. Rikiavimas skaiciavimu
kiek  karty  kiekviena

reik§mé pasirodo pradi-
niame masyve A. Belieka pasinaudoti Sia informacija ir elementus
suradyti atgal | masyva A didéjimo tvarka. Sio algoritmo sudétingu-
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mas yra O(n) (tiesinis), o jam reikalinga papildoma atmintis priklau-
so nuo aibés, kuriai priklauso rikiuojamo masyvo elementai, dydzio.

const MAXN = ...; { maksimalus masyvo ilgis }
type skaic¢ius = 1..1000;
masyvas = array [1..MAXN] of skaicfius;
intMasyvas = array [skaic¢ius] of integer;
procedure rikiuok(const n : integer;
var A : masyvas);
var c : intMasyvas;
i, j : longint;
begin
{ suskaiciuojama, kiek kokiy elementy yra masyve A }
for i := low(C) to high(C) do
C[i] := 0;
for i := 1 to n do
C[A[i]] := C[A[i]] + 1;
{ visi n masyvo A elementy suraSomi is eilés }
J = low(C);
for i := 1 to n do begin
while C[j] = 0 do
j =3+ 1;
Cljl :=cCl3] - 1;
A[i] := 3J;
end;
end;

6.5 Paieskos uzdavinys

Paieskos uzdavinys apibréziamas taip: duota seka ay, a,, ..., a, ir
elementas x. Reikia nustatyti, ar x yra Sioje sekoje, o jei yra, tai koks
jo numeris. Kitaip sakant, reikia rasti tokj sekos nario indekss j, kad
biity a; = x, arba nustatyti, kad x néra lygus né vienam i§ sekos
nariy.

Praktikoje sekos nariai yra sudétingi duomeny tipai (jrasai), o
paieska atliekama pagal vieng arba kelis jraso laukus, vadinamus
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paieskos raktu. Paprastumo délei paiesky atliksime tik skai¢iy sekoje,
kurig vaizduosime vienmaciu masyvu.

6.6 Tiesiné paieska

PaprasCiausias paieskos algoritmas — i$ eilés patikrinti visus masyvo
elementus — vadinamas tiesine paieska (angl. Linear search).
Patikrinimg, ar n ilgio masyve A yra elementas x, atlieka tokia
funkcija:

function ieskok (const n, x: integer;
var A: masyvas): integer;

var j: integer;

begin
Jj o= 1;
while (A[j] <> x) and (j < n) do
ji=3+ 1
if A[j] = x then
ieSkok := j
else
iegkok := 0; { elementas nerastas }
end;

Baigus vykdyti tiesine paiesks, funkcijos reikSmé bus lygi ieSkomo
elemento indeksui masyve A arba nuliui, jei tokio elemento masyve
néra. Zinoma, priklausomai nuo masyvo réziy gali tekti kitaip
pazyméti nesékminga paieskos baigti.

Tiesinés paieskos sudétingumas, kaip teigia ir pats pavadinimas, yra
O(n). Netgi zinant, kad ieSkomasis elementas tikrai yra masyve,
vidutiniskai teks atlikti n / 2 patikrinimy (jei bet koks elementy
iSsidéstymas masyve vienodai tikétinas). Taigi atliekamy veiksmy
skaiCius tiesiskai priklauso nuo masyvo ilgio n.

Svarbiausias Sio algoritmo privalumas — paprastumas.
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6.7 Dvejetainé paieska

Daug efektyviau galima atlikti paieska iSrikiuotame masyve —
prisiminkime, kaip greitai randame norima telefono numerj storoje
telefony knygoje.

Dvejetainés paieskos (angl. Binary search) principas labai
paprastas: ieskomasis elementas palyginamas su surikiuotos sekos
viduriniu nariu. Jei jie yra lygts, vadinasi, radome ieskomg elementg
sekoje. Jei ieskomasis elementas yra mazesnis uz vidurinj, tai juo
labiau jis mazesnis ir uz visus ,deSiniuosius” sekos narius, todél
paiesky tesime kairiojoje sekos dalyje. Analogiskai, jei ieskomasis
elementas didesnis uz vidurinj, paieska tesime deSiniojoje masyvo
dalyje. Toliau ieSkoma tuo paciu principu, kol randamas ieskomas
elementas arba paieskos sritis tampa tuscia.

Aprasytajj algoritmg nesudétinga uzZrasyti rekursyvia funkcija.
Nesékmingos paieskos atveju $i funkcija grazins nulj, o sékmingos —
ieSkomo elemento indeksg masyve.

function ieskok(x, k, d : integer;

var A : masyvas) : integer;
var v : integer;
begin
if k > d then
ie8kok := 0
else begin
v := (k + d) div 2;
{ pagal vidurinj masyvo dalies elementg toliau ieskoma
kairiojoje arba desiniojoje masyvo dalyje }
if A[v] > x then
ieskok := ieskok(x, k, v - 1, A)
else if A[v] < x then
ie8kok := ie8kok(x, v + 1, d, A)
else { tre¢iuoju atveju Alv] = x (elementas rastas) }
iedkok := v;
end;
end;
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Taigi jei norime suzinoti, ar skaiCius x yra n elementy masyve A,
turime patikrinti salyga ieskok (2, x, 1, n) > 0.

Dvejetainés paieskos algoritmas kiekvienu zingsniu sutrumpina
paieskos sritj mazdaug dvigubai. Kitaip tariant, jei masyvo ilgis
padidéja dvigubai, tai algoritmui tenka atlikti tik vieng papildomg
zingsnj. Dvejetainés paieskos sudétingumas yra O(log n), t.y.
logaritminis. Milijardo elementy dydzio masyve paieskai prireikty
ne daugiau kaip 30 zingsniy. Taciau salyga, kad masyvas turi bati
iSrikiuotas, ne visuomet paprasta patenkinti.

Dvejetainés paieskos idéja galima panaudoti ne tik elemento
paieskai iSrikiuotame masyve. Geras pavyzdys — zaidimas Atspék
skaiciy: pirmasis zaidéjas sugalvoja skaiCiy nuo 1 iki n, o antrasis
bando jj atspéti; po kiekvieno spéjimo pirmasis zaidéjas pasako, ar jo
sugalvotasis skai¢ius yra maZesnis, didesnis ar lygus spétajam;
zaidimo tikslas — atspéti skaic¢iy kuo mazesniu bandymy skai¢iumi.
Véliau zaidéjai apsikeicia vaidmenimis. IS tiesy dvejetainé paieska —
optimali spéjimo strategija. Nepaisant to, gali laiméti zaidéjas,
kuriam tadien labiau sekasi.

Bendriausiu atveju dvejetaine paieska galima pritaikyti sprendziant
lygti f(x) =y tam tikrame intervale, kur f(x) — monotoniné
(nedidéjanti arba nemazéjanti) funkcija.

6.8 Kada rikiuoti?

Jei programoje laikome masyva, kuriame teks ieskoti elementy,
reikia atsakyti j klausima: ar nerikiuoti masyvo ir atlikti tiesine
paiesky, ar isSrikiuoti masyva ir ieskoti jame naudojant daug
efektyvesne dvejetaine paieska.
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Olimpiadose programos paprastumas — didelé vertybé. Todél
visuomet geriau naudoti kuo paprastesnius algoritmus, jei tik
programos veikimo laikas yra pakankamas.

Tarkime, masyva sudaro n elementy, o jame zadame ieskoti m
karty. Naudodami tiesine paiesky nerikiuotame masyve, uztruksime
O(mn) laiko. Masyvo rikiavimas ir m karty atlikta dvejetainé paieska
uztrukty O(nlog n + mlog n). Taigi, Siuo atveju rikiuoti masyva
verta tik tada, kai m > log n.

6.9 Rikiavimo uzdaviniai olimpiadose, uzdavinys
Sekos rikiavimas

Olimpiadose tiesioginiy rikiavimo ar paieSkos uzdaviniy pasitaiko
retai. Daug dazniau rikiavimas ir paieska téra kito, sudétingesnio,
algoritmo dalis™.

Tuo tarpu uzdaviniams, kuriuose tiesiogiai minimas rikiavimas,
dazniausiai reikia sugalvoti kokia nors kita originaliy idéja, o ne
taikyti Zinomus rikiavimo ar paieskos algoritmus.

Kaip pavyzdj panagrinékime pasaulinés informatiky olimpiados
uzdavinj Sekos rikiavimas™.

Duota skaiciy seka, kurios nariai gali jgyti tik tris skirtingas
reikSmes: vienetg, dvejetq ir trejetq. Sekg reikia surikiuoti

22 Programavimo kalby C ir C++ standartinése bibliotekose yra realizuoti
svarbiausi paieskos ir rikiavimo algoritmai, tad juos galima taikyti neprogramuojant
$iy algoritmy.

23 Sis uzdavinys buvo pateiktas 1996 metais Vengrijoje vykusioje Pasaulinéje
informatikos olimpiadoje. Cia pateikéme sutrumpinta salyga.
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nemazéjimo tvarka. Rikiuojama sukeiciant vietomis po du
sekos narius.

UZduotis. Reikia rasti minimaly sukeitimo operacijy,
reikalingy sekai surikiuoti, skaiciy.

Toliau pateikti pieSiniai iliustruoja rikiavimo algoritmg rikiuojantj
seka minimaliu sukeitimy skai¢iumi.

3 2 3 31 4 2 3 1 2 3

27 pav. Uzdavinio ,,Sekos rikiavimas®™ sprendimo iliustracija; paveiksle
pateikta seka, kurig reikia iSrikiuoti

3 2 3 31121 2 3 112 143 2 2

WA SeiS PARTEN W3 sats

28 pav. 1 Zingsnis: suskaiciuojama, kiek sekoje yra vienety, dvejety ir trejety
(Siuo atveju 4 vienetai, 5 dvejetai ir 5 trejetai), ir seka padalijama j vienety,
dvejety ir trejety sritis

v Ny
:szss|447_3424322
LY A7

28 pav. 2 Zingsnis: randamos visos poros, kuriy narius sukeitus vietomis, abu
atsidurs savo srityse, ir atliekami sukeitimai

77



Rikiavimas ir paieska

\ 2.
—\ \

v \
4433]24224,35522
A Val i

I 2,

28 pav. 3 Zingsnis: ne savo srityse likg skaiciai sukeitinéjami po tris; kiekvienam
trejetui sutvarkyti prireiks dviejy sukeitimy

1 1 4 412 2 22 213 3 3 3 3

29 pav. Gavome surikiuotg sekg: buvo atlikti 7 sukeitimai, sukeitimy skaicius
yra minimalus
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7 PIRMA PAZINTIS SU GRAFAIS: PAIESKA
PLATYN IR GILYN

Mathematicians are like Frenchmen: whenever you say something to
them, they translate it into their own language, and at once it is
something entirely different.

Matematikai — kaip pranciizai: kad ir kg jiems bepasakytum, jie iskart
isvercia tai j savo kalbg, ir tai iskart tampa visiskai skirtingu dalyku.
Johanas Volfgangas fon Gété (Johann Wolfgang von Goethe)

Per Karaliauciy tekancioje Priegliaus upéje yra dvi grazios salos.
Septyni tiltai jungia krantus su Siomis salomis, taip pat abi salas tar-
pusavyje. Mazdaug pries tris Simtus mety Karaliauciaus gyventojus
sudomino  klausimas: ar

KONINGSBERGA

galimas toks marsrutas, ku-
ris prasidéty viename iS
kranty, kad per kiekvieng
tilta buty pereinama tik
vieng kartg, o pasivaikscioji-
mas pagaliau baigtysi ten,
kur ir prasidéjo.

1736 m. Sio uzdavinio émeé-
si garsus Sveicary matemati-
kas  Leonardas  Oileris
(Leonhard FEuler). Krantai, 30 pav. Karaliauciaus Zemélapis Oilerio
salos, tiltai — visa tai jam laikais

buvo tik uzdavinio ,apvalkalas®: salos buvo tam tikri objektai, o
tiltai — Siuos objektus siejantys rysiai. Krantus bei salas Oileris
sutapatino su taskais, o tiltus — su linijomis. Jis paprastai jrodé, jog
mariruto, tenkinan¢io minétus kriterijus, néra ir negali bati. Sitaip
buvo pradéta grafy teorija. Taciau apie tai véliau.

Siame skyrelyje iSsiaiskinsime, kas tie grafai, kam jie reikalingi, taip
pat susipazinsime su dviem pirmaisiais grafy teorijos algoritmais.
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7.1 Grafo sagvoka

Grafas yra sasajy struktira, nurodanti, kad yra objekty grupé, ir
kad Sie objektai yra tarpusavy susije (arba nesusije).

Objektai vadinami grafo virsunémis, o jy rySius apibudina grafo
briaunos. Jei grafe briauna jungia dvi virS$tnes, tai Sios virSinés
vadinamos gretimomis. Vir§iinei gretimos vir§tinés dar vadinamos
jos kaimynémis. Jei briauna jungia virSine su ja pacia, tai ta
briauna vadinama kilpa.

(o}

31 pav. Karaliauciaus tilty bréZinys, kai krantai sutapatinti su taskais,

o tiltai — su linijomis
Labai svarbi yra grafy geometriné interpretacija: grafo virStnes
patogu vaizduoti plokStumos taskais, o briaunas — linijomis,
jungianéiomis virsStuniy (taigi tasky) porg. VirStniy (tasky) ir briauny
(linijy) geometrinis iSdéstymas nesvarbus, svarbus tik paciy sasajy
pavaizdavimas. Ta patj grafa galima nupiesti daugybe skirtingy
buady.

80



Pazintis su grafais: paieska platyn ir gilyn

(3 /8 5 2
5 + N

6 3

32 pav. Tas pats grafas, pavaizduotas dviem skirtingais budais, grafo virsunés
Zymimos skaiciais

Matematiskai grafas apibréziamas kaip dviejy aibiy — virSuniy ir
briauny — rinkinys: G = (V, B). Briauny aibés elementai — tai
virstuniy poros. Pavyzdziui, 33 pav. pavaizduota grafa atitinka tokios
vir$tiniy ir briauny aibés: V ={a, b, ¢, d, e, f, ¢}, B=1{ (a, ¢),
(@ 1), (b, ). (e, f), (@ ). (d. @) }-

J
a

6 J

33 pav. Grafas, jo virsiunés Zymimos raidémis

Pastabesni galéty prikibti — aibéje negali bati pasikartojanciy
elementy. Taciau skyrelio pradzioje sutikome grafa, kurio dvi
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virStines jungia kelios briaunos (sala su tuo paciu krantu jungia
keli tiltai).

Grafai su pasikartojanCiomis briaunomis vadinami multigrafais.
Tokiy grafy matematiniame modelyje aibé pakei¢iama multiaibe
(aibe, kurioje elementai gali kartotis). Daugelyje uzdaviniy vietoj
multigrafo pakanka nagrinéti paprastg grafa, gauta iS multigrafo, is
keliy dvi wvirSlines jungiandiy briauny paliekant tik vieng,
tinkamiausia uzdaviniui spresti.

Keliu grafe vadinama gretimy vir$tiniy seka, kai ta pati briauna ke-
lyje sutinkama tik viena kartg, o ta pati virSuné gali buti kelyje su-
tinkama kelis kartus. Jei kelias prasi-

deda ir baigiasi toje pacioje virsiinéje, a

jis vadinamas ciklu. Kelio ilgis lygus
pereity briauny skaiciui.

Taciau kam gi reikalinga grafy teori-
ja? Pasirodo, grafy teorijos ,kalba“ d
galima iSreiksti daugelj svarbiy (daz-

nai praktiniy) uzdaviniy. Viena jy ka é
tik matéme — tai marsSruto, kai kiek-
viena briauna pereinama lygiai vieng 34 pav. Virsuniy seka

a—d—c—e—d—Db yra kelias,
kurio ilgis 5, o seka
a—c—d—e—a yra ciklas
mint jo gatves. Tuomet, kiekvienai (ilgis 4)

kartg, paieSka. Grafu galima pavaiz-
duoti ir miesto plang, briaunomis zy-

briaunai priskyre po teigiamg skaiciy
— gatvés ilgi, galime klausti: koks
trumpiausias kelias i§ vir§inés a j virsine b? Sio uZdavinio
sprendimui taip pat yra efektyvus algoritmas, kurj pateiksime véliau.

Ne visuomet rysys tarp uzdavinio ir jo sumodeliavimo grafy teorijos
terminais toks akivaizdus. Stai dar vieno uZdavinio pavyzdys:
tarkime, kad n vaiky pasirinko mokytis kai kurivos i§ m dalyky.
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Reikia sudaryti optimaly (kuo glaustesnj) uzZsiémimy tvarkarastj.
Sudarykime grafa, kurio m virStniy atitiks visus dalykus, o briauna,
jungianti virStines a ir b, reiks, kad bent vienas vaikas pasirinko abu
dalykus a ir b.

MATEMATIKA | F12IkA | CHEMITA | BIDLOGITA

DAIVA JuLug | ASTA ASTA
JuLg TOMAC | DAINVA
TOMAS TOMAL

35 pav. Virsuniy spalvinimo uzdavinys. Sudare ir nuspalving pasirinkimy
grafg, darome iSvadq, kad fizikos ir biologijos uZsiémimai gali vykti vienu metu

Dabar galime spresti grafo virSuniy spalvinimo uzdavinj: Xkaip,
panaudojant kuo maziau spalvy, nuspalvinti grafo virSunes, kad
jokios dvi gretimos grafo virSinés nebuty nuspalvintos ta pacia
spalva. Viena spalva nuspalvintomis virSinémis pazyméty dalyky
uzsiémimai gali vykti vienu metu: tai netrukdys né vienam
moksleiviui. Taigi svarbioji uzdavinio dalis bus iSspresta. Deja,
virstniy spalvinimo uzdaviniui neZinomas joks efektyvus algoritmas.

7.2 Grafy vaizdavimas

Grafus vaizduoti aibémis pagal jy matematinj apibrézimg dazniausiai
néra patogu. Tarus, kad grafas turi n virStniy, sunumeruoty nuo 1
iki n, virStiniy aibés nurodyti nebutina — pakanka Zinoti virStniy
skaiCiy n. Grafo briaunas paprasCiausia pavaizduoti dvimaciu n X n
loginiu masyvu: elementus [u, v] ir [v, u] pazymint reik§me true, jei

83



Pazintis su grafais: paieska platyn ir gilyn

virStines su numeriais u ir v grafe jungia briauna. Sis masyvas

. 24 . « e . eV e . v . .
visuomet™ yra simetrinis jstrizainés atzvilgiu.

const MAXN =

type grafas = record
n : integer;
briauna array

end;

.« .; { maksimalus grafo virsuniy skaicius }

[1..MAXN,

1..MAXN] of boolean;

Kol visos masyvo briauna reik§més lygios false, grafe néra né

vienos briaunos. Priklausomai nuo uzdavinio pradiniy duomeny, kai

kurias virstines reikés sujungti briauna. Tai atlieka tokia procediira:

procedure papildyk briauna(var g

grafas;

u, v integer);
begin
g.briaunalu, v] = true;
true;

g.briaunalv, u] :=
end;

Toks grafo vaizdavimas vadina-

mas kaimynystés matrica.
Tokio vaizdavimo kompiuteryje
privalumai — jo paprastumas ir
galimybé sparciai patikrinti, ar

dvi

Deja, yra ir svarbus trukumas —

virStines jungia briauna.
norédami rasti visas virSinés v
kaimynes, turime patikrinti visa
v-3j3 masyvo briauna eilute,
salyga, ar

true. Jei

tikrindami

briaunalv, u] =

1 2 3 4 5 6 7 8

R I DU AW =

36 pav. Kaimynystés matrica
pavaizduotas 32 pav. grafas; pilki
langeliai Zymi grafo briaunas

24 9 skyriuje nagrinésime orientuotus grafus, kurie vaizduojami nesimetriSkais

dvimaciais masyvais.
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grafas yra retas (t.y. jame palyginti nedaug briauny), tai atmintis,
skiriama beveik tus¢iam masyvui, neefektyviai iSnaudojama.

Kai grafe briauny daug (grafas tankus), tai Sis paprastas vaizdavimo
biidas labai patogus.

Is anksto zinant, kad grafas bus retas, geriau naudoti kitg vaizdavimo
buda — kaimynystés sgrasus — t. y. kiekvienai virsunei saugoti jai
gretimy virstiniy (jos kaimyniy) sarasa.

Naudojant sudétingesnes dinamines duomeny struktiiras Siems
saraSams saugoti, galima sutaupyti atminties. Taciau olimpiadose, jei
tik jmanoma, geriau vengti dinaminiy duomeny strukttry — jas kur
kas sudétingiau teisingai realizuoti per trumpa laika.

Savo pavyzdziuose paprastumo délei kaimyniy sgrasg saugosime ma-
syvu. Kadangi i§ anksto nezinome, kiek daugiausiai kaimyniy gali
turéti kiekviena vir§tné, tai iy masyvy ilgis bus toks, koks gali buti
didZiausias virstniy skaicius.

const MAXN = ...; { maksimalus grafo virsuniy skaicius }

type vir3tné = record
k : integer; { kaimyniy skailius }
ksgarasas : array [l1..MAXN] of integer;
{ kaimyniy sgrasas }
end;

grafas = record
n : integer; { virsuniy skaicius }
vir : array [1..MAXN] of virstné;
{ virsuniy sqrasas }
end;

Kai grafe néra briauny, visy virstniy kaimyniy skaiciaus atributas
lygus nuliui. Jterpti briaung (u, v) | Sitaip vaizduojama grafg reiskia
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papildyti virStniy u ir v kaimyniy sarasus. Tai atlieka tokia
procediira:

procedure papildyk briauna(var g : grafas;
u, v : integer);
begin
with g do begin
inc(vir([u].k);
vir[u] .ksarasas[vir[u].k] := v;
if v <> u then begin { jei tai ne kilpa }
inc(vir([v].k);
vir[v].ksarasas[vir[v].k] := u;
end;
end;
end;

Nors surasti vienos virstinés kaimynes galime labai greitai, patikrinti,
ar virStunes u ir v grafe jungia briauna tapo sudétingiau: tam reikia
perbégti vienos i$ Siy virSiiniy kaimyniy sarasa, ieskant antrosios.

Kurj i$ aptarty vaizdavimo bady pasirinkti? Tai priklauso nuo
sprendziamo uzdavinio. Daugelyje algoritmy tenka surasti duotosios
virsunés kaimynes, o re¢iau — patikrinti,

ar vir§tines jungia briauna. Kai reikalin- __aimynés
gas abiejy $iy operacijy efektyvumas, ta 12 3 5
patj grafg gali tekti vaizduoti dviem 210 4 7
budais. P i 1, 4, 5
Y PR
Galimas ir dar kitoks grafo pavaizdavi- fg i 1, 6, 7
mo budas. Jei grafe virSuniy labai daug, 6]3, 5, 8
o briauny nedaug, galime saugoti briau- 7 2, 5, 8
ny (virSuniy pory) sarasg. Tuomet 3| 4, 6, 7

briauna, jungiancia virStnes u ir v, verta )
37 pav. Taip atrodys 32

o i 5 = paveikslo grafas, ji
(v, u). Brikiave tokj sarady, konkrecios  ,avaizdavus kaimynystés
briaunos paieska galime atlikti per sgrasais

vaizduoti dviem poromis: (u, v) ir
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O(log b) laiko (b — briauny skaicius), pasitelke dvejetaing paieska.
Praktikoje sis buidas retai naudojamas.

7.3 Paieska gilyn

Karalaité slapta padavé Teséjui kamuoliukg siuly ir pamoké, kg reikia
daryti, kad nepaklysty vingiuotuose paslaptingojo statinio koridoriuose.
Teséjas pririso siulo galg prie labirinto angos ir, eidamas priekin, vyniojo
rankoje laikomg kamuoliukg.

IS graiky mity

Pirmieji grafy algoritmai, su kuriais susipazinsime, — tai paieSka
grafe gilyn ir platyn. Pradéjus nuo kazkurios virSinés, aplankomos
visos kitos briaunomis pasiekiamos virSunés. Dvi skirtingos virStuniy
aplankymo strategijos — paieska gilyn ir platyn — daznai yra kity
algoritmy sudétiné dalis.

Pradésime nuo paieskos gilyn (angl. Depth-First Search, DFS), jos
principas panasus } grizZimo metodo. Algoritmo parametras yra
pradzios virsuné v, i§ jos aplankomos kitos virSinés: aplankius
virstne v,, aplankoma dar neaplankyta v, kaimyné v,, tada ieskoma
dar neaplankyta v, kaimyné v, ir taip toliau, kol pasiekiama virSuné
v,, kuri nebeturi neaplankyty kaimyniy. Tuomet griztama vieng
zingsnj ir zitrima, ar virSuné v,,_, dar turi nors vieng neaplankytg
kaimyne v,,". Jei turi, — ieskoma gilyn, jei ne — griZztama dar per
vieng zingsnj ir t. t. Paieskg gilyn, kaip ir grizimo metodu pagristus
algoritmus, paprasta realizuoti naudojant rekursija.

Skirtingai negu grizimo metodas, paieska gilyn yra efektyvus
algoritmas, kadangi kiekviena grafo virSiné aplankoma tik vieng

kartg. Tuo tarpu jei taikytume grizimo metody, ta pati virSuné
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galéty buti aplankyta daug karty, nes buty iSbandomi visi jmanomi
keliai grafe, prasidedantys virSinéje v,.

Paieskos gilyn algoritmas veikimo metu kiekvieng virStne
nuspalvina tam tikra spalva — balta, pilka arba juoda. Virstniy
spalvoms Zymeéti aprasysime specialy duomeny tipa:

type spalvos = (balta, pilka, juoda);

Pries pradedant vykdyti algoritma visos virSinés nuspalvinamos
baltai (pazymimos neaplankytomis). Algoritmo veikimo metu,
aplankant virSune, ji nuspalvinama pilkai, o jvykdzius algoritma su
visomis neaplankytomis jos kaimynémis — juodai.

88



Pazintis su grafais: paieska platyn ir gilyn

(5)

(6)

38 pav. Paieskos gilyn veikimo iliustracija,
kai pradine virsune pasirinkta virSiné a

Algoritmas taip pat iSsaugo
paieskos | gylj pirminumo
medj, t. y. kiekvienai virst-
nei jsimena, i§ kurios i bu-
vo aplankyta.

Zemiau pateiktas algoritmo
tekstas Paskalio kalba. Al-
goritmo veikimo metu daz-
nai reikés rasti kurios nors
virsunés kaimynes, todél
grafy vaizduosime kaimy-
nystés sarasais.

viREONE| @ |b | e | d
PRMINE | Z |a|a|C

N (Y

"> p—50—>0
D N o r

39 pav. Paieskos gilyn pirminumo medis

type spalvos = (balta, pilka, juoda);
sp_masyvas = array [l..MAXN] of spalvos;

masyvas = array [l..MAXN] of integer;
var spalva : sp _masyvas; { pradinés reikSmés — balta}
pirminé : masyvas; { pradinés reiksmés — 0}
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procedure ieikok gilyn(var” g: grafas;
v : integer { aplankoma virsuné }) ;

var u, i1 : integer;
begin
spalvalv] := pilka;
with g do

{ toliau paieska is eilés vykdoma visose neaplankytose
(baltose) kaimynése }

for i := 1 to vir[v].k do begin
u := vir[v].ksaraSas[i];
if spalval[u] = balta then begin
pirminéf[u] := v;
ieSkok gilyn(g, u);
end;
end;
spalval[v] := juoda;

end;

Iskvietus ieskok gilyn (v,), visos virSinés, kurias galima pasiekti
briaunomis is virsiinés v,, bus pazymimos juodai. Atspausdinti kelig,
kuriuvo buvo pasiekta virsiné u, nesunku pasinaudojus masyve
pirminé i§saugota informacija:

procedure spausdink kelig(u : integer);
begin
if pirminé[u] <> 0 then
spausdink kelia(pirminé[u]);
writeln (u);
end;

IS tiesy algoritme pakakty virStnes spalvinti tik dviem spalvomis:
atskirti aplankytas nuo neaplankyty. Taciau naudojant tris spalvas
algoritmas tampa aiSkesnis. Be to, gali buti naudinga atskirti
vir§tines, kuriose pradétas vykdyti paieskos gilyn algoritmas, bet

25 Procediira ieSkok gilyn nepakeidia grafo g, tatiau kintamasis ¢ perduodamas
kaip parametras-kintamasis, nes kurti sudétingos duomeny struktiiros kopija baty
neefektyvu.
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nebaigtas (pilkas virst-
nes), pavyzdziui, norint
pritaikyti paieSkos gilyn
algoritmg ciklo paieskai.

Procediuros  ieskok gilyn

skaiCius. Tokiam efekty-
vumui pasiekti grafg bati-

N\

sudétingumas yra O(b), \\\\\\
kur b yra grafo briauny »

na vaizduoti kaimynystés 40 pav. Labirintas; briksnine linija
sarasais. Jei grafy vaizduo- pavaizduotas kelias, kuris rodo, kaip

tume kaimynystés mat-
rica, galétume pasiekti tik
O(n®) sudétinguma.

apeinamas labirintas

Kaip tik paieska gilyn ir naudojosi Teséjas, ieskodamas labirinte Mi-

notauro. Kiekvienoje koridoriy sankirtoje jis pasirinkdavo tolimesne

krypti ir jei prieidavo aklaviete, grizdavo atgal iki praeitos sankirtos
bandyti kitos krypties. O jei toje sankirtoje visi koridoriai jau iSban-
dyti — grizdavo j dar ankstesne sankirtg ir taip toliau. Sitilas padéjo

Tesé¢jui rasti Minotaurg.

7.4 Patikrinimas, ar
grafas jungus

Grafas yra jungus, jei i§ bet kurios
vir§tinés galima pasiekti bet kurig
kit virSine einant briaunomis.
PrieSingu atveju grafas vadinamas
nejungiu.

e

J

41 pav. Nejungus grafas,
sudarytas is trijy jungumo
komponenty
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Nejungus grafas yra sudarytas i§ jungiy daliy, vadinamy jungumo
komponentais.

Grafo jungumg tenka tikrinti sprendziant jvairiausius uzdavinius.
Paprasciausia tai padaryti taikant paieskg j gylj grafe. Pritaikysime
praeitame  skyrelyje pateikta algoritma, grafy vaizduosime
kaimynystés sarafais. Siuo atveju vir§iines uZteks spalvinti tik dviem
spalvomis (t.y. atskirti aplankytas nuo neaplankyty), tad tam
naudosime loginj masyva. Pirminés vir§tnés taip pat nesvarbios,
taigi paieska gilyn realizuoti bus paprasCiau. Taciau paieskos gilyn
procediirg papildysime skaic¢iavimu, kiek virstiniy aplankyta. Grafas
yra jungus tada ir tik tada, jei jvykdzius paieska gilyn i$ bet kurios jo
virsunés, bus aplankytos visos grafo vir§tinés.

function jungus(var g : grafas) : boolean;
var aplankyta : array [1l..MAXN] of boolean;

procedure ieSkok gilyn(v : integer;

var sk : integer);

{ v - aplankoma virsuné, sk — aplankyty virSuniy skaicius }
var u, i : integer;
begin

aplankytal[v] := true;

inc (sk);

with g do

for i := 1 to vir[v].k do begin
u := vir([v].ksarasas[i];

if not aplankyta[u] then
ieskok gilyn(u, sk);
end;
end;

var v, sk : integer;
begin
for v := 1 to g.n do
aplankytal[v] := false;
sk := 0;
ieskok gilyn(1l, sk);
{ jei buvo aplankytos visos virsiinés — tai grafas jungus }
jungus := sk = g.n;
end;
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7.5 Uzdavinys Epidemijos modeliavimas: grafo
jungumo komponenty paieska

Taikydami grafy teorija iSspresime pirmg konkrety uzdavinj
Epidemijos modeliavimas™:

Plinta pavojinga pauksciy liga. Jeigu paukstis uzsikrecia sia
liga, tai nuo jo uZsikrés visi kiti pauksciai, turintys su juo
nuolatinius kontaktus, po to nuo jy uzsikrés dar kiti (turintys
nuolatinius kontaktus su naujai uzsikrétusiais) ir t. t.
Pauksciai, neturintys tarpusavyje nuolatiniy kontakty,
tiesiogiai vienas nuo kito uzsikrésti negali.

Uzduotis: Zinoma, kad m paukiCiy jau yra uzsikréte liga, ir
Zinomos visos pauksciy poros, turincios nuolatinius kontak-
tus. Deja, nezinoma, kurie is visy n pauksiy jau yra uzZsi-
kréte. Reikia nustatyti, kiek daugiausiai Sios risies pauksciy
gali uzsikrésti dél epidemijos.

Pauksciai atitiks grafo virStines, o nuolatiniai kontaktai — briaunas.
Grafas gali buti nejungus, t.y. jame gali egzistuoti keletas jungiy
komponenty, kuriuos toliau sprendimo aprasyme vadinsime
pauksCiy Seimomis. Atskiru atveju Seimg gali sudaryti tik vienas
paukstis.

Jei uzsikrés nors vienas paukstis i§ Seimos, tai nuo Sio paukséio
uzsikrés visa Seima. Tad uzsikrétusiy pauksciy bus daugiausiai, jei is
pradziy bus uzsikréte po viena paukstj is kuo gausesniy Seimy.

26 Sis uzdavinys buvo pateiktas Lietuvos moksleiviy informatikos olimpiados III
etape 2006 metais.
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Taigi norint iSspresti §j uzda-
vinj, reikia rasti virStiniy skai-
¢iy kiekviename jungumo
komponente, tuomet jas is-
rikivoti nedidéjimo tvarka ir
suskaiciuoti, kiek yra virStniy
didziausiuose m komponenty.

Piesinyje pateiktame pavyz-
dyje yra penkios pauksciy sei-
mos: tris Seimas sudaro vienisi
pauksciai, viena Seimg sudaro
pauksciy pora, o dar vieng —
penki pauksciai. ISrikiave gau-
tume: 5, 2, 1, 1, 1.

Sakykime, uzsikrété 3 pauks-
Ciai. Tad didziausias galimy
uzsikrétusiy pauksciy skaicius
lygus: 5+ 2+ 1 =8.

Taciau kaip ieskoti jungumo
komponenty? Pasirinkime bet
kurig grafo virSune — ji pri-
klauso kazkokiam grafo jun-
gumo komponentui. Jei pra-
dédami  joje  jvykdysime
paieskg  gilyn, tai  bus
aplankomos visos
komponento virsinés. Todél
norédami suskaicCiuoti, kiek
jungumo komponenty sudaro

‘@“MM%

‘%%ﬁ‘r

w%%%
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paic
SIS

42 pav. Kontaktus palaikantys pauksciai

sujungti punktyrine linija
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T
e T

/

-

£

43 pav. UZsikrétus trims, gali nukentéti

daugiausiai astuoni pauksciai

grafa, galime iteruoti per visas grafo virSunes ir rade neaplankyts,
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vykdyti paieskg gilyn (aplankandia visas aptikto komponento
virstunes). Kiek karty iteruodami aptiksime neaplankyty virSane, tiek
ir jungumo komponenty yra grafe.

Siame uZdavinyje svarbu suZinoti ir pa¢iy komponenty dydZius,
todél panaudosime paieskos gilyn procedira, kurig naudojome grafo
jungumo tikrinimui — jsimenancia, kiek virSiniy buvo aplankyta
paieskos metu.

type log mas = array [1l..MAXN] of boolean;
masyvas = array [l..MAXN] of integer;

function uZsikrés(var g : grafas;
m : integer): integer;
{ m — jau uzsikrétusiy pauksciy skaicius;
g — grafas, vaizduojamas kaimynystés sgrasais }
var aplankyta : log mas;

i, komp sk, iki : integer;
komp dydis : masyvas;

begin
for i := 1 to g.n do
aplankytal[i] := false;
komp sk := 0;
for i := 1 to g.n do
if not aplankyta[i] then begin
komp sk := komp sk + 1;
komp dydis[komp sk] := 0;

ieékok_gilyn27 (i, komp dydis[komp_ sk]);
end;
rikiuok?® (komp_ sk, komp dydis);

Z Procediiros ie8ko k_gilyn tekstg rasite 7.4 skyrelyje.

28 Proceduros rikiuok teksta rasite 6.2 skyrelyje (jei pasirinksite rikiavima
jterpimu) arba 6.3 skyrelyje (jei pasirinksite greitaji rikiavimg ir modifikuosite
kreipinj).
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uZsikrés := 0;

{ uzsikrétusiy pauksciy gali buti daugiau
nei jungumo komponenty }

if m > komp sk then

iki =1
else
iki := komp sk - m + 1;
for i := komp sk downto iki do
uzsikrés := uZsikrés + komp dydis[i];
end;

7.6 Paieska platyn

Paieskos platyn (angl. Breadth-First Search, BFS) algoritmas
aplanko virStines pagal grieztg taisykle: pradéjus nuo pasirinktos
virsunés (tarkime, p), aplankomos visos vir§tinés, kurios pasiekiamos
i$ p viena briauna (vienu ¢jimu), tuomet — pasiekiamos i§ p
dvejomis briaunomis (dviem éjimais) ir t. t.

Kaip uztikrinti tokig virStiniy lankymo tvarka? Algoritmas naudoja
aplankyty virStiniy eile: pirmiausia j eile jrasoma pradiné virStné;
kol eilé netuscia, i$ jos pradzios imama virs§tiné ir visos neaplankytos
jos kaimynés jraSomos j eilés galg. Sitaip eiléje pirmiausia atsiduria
virsunés, pasiekiamos viena briauna, tada — dviem briaunomis ir t. t.

Programuodami paieska gilyn panaudojome rekursija, tad
nekonstravome savo déklo” duomeny struktiiros. Paieskai platyn
jau reikalinga eilés duomeny struktiira:

type eilé = record
duom : array [l..MAXN] of integer;
pradzia, pabaiga : integer;
end;

29 7r. 4.1 skyrelj.
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Nauji elementai dedami | eilés galg, o imami i$ eilés pradzios.
Zemiau pateiktos procediros su eile atlieka veiksmus, kuriy reikés
paieskos platyn algoritmui:

procedure isvalyk(var eil : eile);
begin
eil.pradzia := 0;
eil.pabaiga := 0;
end;
function tuscia(var eil : eilé) : boolean;
begin
tuscia := eil.pradzia = eil.pabaiga;
end;
procedure jdeéek(var eil : eile; x : integer);
begin
eil.pabaiga := eil.pabaiga + 1;
eil.duom[eil.pabaiga] := x;
end;
function iSimk(var eil : eilé) : integer;
begin
eil.pradzia := eil.pradzia + 1;
i$imk := eil.duom[eil.pradzia];
end;

Kaip ir paieskos gilyn atveju, algoritmo vykdymo metu virStnés
spalvinamos balta, pilka ir juoda spalvomis, nors uztekty ir dviejy
spalvy. Balta spalva nuspalvintos dar neaplankytos virSiinés, pilka —
vir§tinés, kurios jtrauktos j eile, o juoda — jau iSnagrinétos
(pasalintos i$ eilés) vir§tnés.

Paieskos platyn virSiniy aplankymo strategija garantuoja, kad
kiekviena vir§tné i pradinés bus aplankyta trumpiausiu keliu (jj
sudaro maziausias briauny skaicius). Taigi paieska platyn — tinkamas
algoritmas trumpiausio kelio paieskai grafuose, kuriy visos briaunos
yra lygiavertés (grafy teorijos terminais, besvorés).
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(5) (6)

(7)

44 pav. Paieskos platyn veikimo iliustracija, kai pradine virsiine pasirinkta
virsiiné a
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Trumpiausi atstumai iki kiekvienos virSunés saugomi atskirame
masyve. Kol nerastas kelias iki virStinés, Sis atstumas laikomas
begaliniu. Grafas vaizduojamas kaimynystés sgrasais.

const BEGALINIS = MAXINT;
type spalvos = (balta, pilka, juoda);

var atstumas, { saugomi atstumai nuo pradinés iki
visy kity virsuniy }

pirminé : array [1l..MAXN] of integer;

spalva : array [l..MAXN] of spalvos;

procedure ieSkok platyn(var g : grafas;
p : integer { pradiné virSuné } ) ;
var eil : eillé;
i, u, v : integer;
begin
for v := 1 to g.n do begin
atstumas|[v] := BEGALINIS;
pirminé[v] := 0;
spalval[v] := balta;
end;

isvalyk (eil);

{ j eile jtraukiama pradiné virsuné }

spalva[p] := pilka; atstumas([p] := 0;
pirminé[p] := 0; idék (eil, p);

while not tu3c¢ia(eil) do begin
v := i8imk (eil);
with g do
{ dar neaplankytos (baltos) v kaimynés jtraukiamos j eile }
for i := 1 to vir[v].k do begin
u vir([v] .ksarasas[1];
if spalval[u] = balta then begin
spalvalu] := pilka;
pirminéf[u] := v;
atstumas[u] := atstumas[v] + 1;
idék(eil, u);
end;
end;
spalval[v] := juoda;
end;
end;

99



Pazintis su grafais: paieska platyn ir gilyn

Jei reikia iSspausdinti trumpiausig kelig nuo pradinés virSunés iki
virsunés u, naudojamés sudarytu pirminumo medziu ir kreipiamés j
procediirg spausdink_kelia (u) — ji pateikta 7.3 skyrelyje.

.
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45 pav. Paieskos platyn pirminumo medis

Algoritmo sudétingumas yra toks pat kaip ir paieskos gilyn:
O(n + b), jei grafas vaizduojamas kaimynystés sarasais, ir O(n”), jei
grafas vaizduojamas kaimynystés matrica. Cia n — grafo vir§iiniy, b —
briauny skaicius.

7.7 Uzdavinys Nykstukai”

Nykstukai gyvena vienauksciame name, kuriame yra daug
kambariy. Jei tarp dviejy kambariy yra durys, tai galima
pereiti is vieno kambario § kitg. Jéjimas is namo yra tik pro
vienintelj kambarj. Namas stebuklingas ir durys gali buti
tarp bet kuriy kambariy. ISéjimas pro duris j kitg kambarj
arba j laukq uZtrunka vieng laiko vienetg.

30 Analogiskas uzdavinys buvo pateiktas Lietuvos informatikos olimpiados III etape
2005 metais.
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Netikétai nykstukai suzinojo, kad po t laiko vienety is
aikstelés Salia namo isvaziuoja autobusas j NKL (Nykstuky
krepiinio lygos) finalines varZybas. Zinoma, kiek nykstuky
yra name ir kokiuose kambariuose. Kiekvienas nykstukas

Zino greiciausig kelig iki iSéjimo ir is namo bégs butent tuo
keliu.

46 pav. Namo isplanavimo pavyzdys; parodyta, kuriuose kambariuose pradiniu
momentu yra nykstukai

UZduotis. Reikia nustatyti, kurie nykstukai suspés j
autobusg, jeigu kiekvienas bégs greiciausiu keliu.

Uzdavinj modeliuojame grafu: kambariai bei iS¢jimas laikomi grafo
vir§tinémis, o durys — briaunomis.

Reikia suzinoti, per kiek maziausiai laiko vienety kiekvienas nykstu-
kas gali iSbégti laukan. Laiko vienety skai¢ius lygus perbégamy dury
skaiCiui, t. y. briauny skai¢iui misy sudarytame grafe. Taigi ieSkome
trumpiausiy keliy i virstiniy, kuriose ,,;stovi® nykstukai, iki i$éjimo
virstunés. NepamirSkime — mus domina ne patys keliai, o tik jy
ilgiai.
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3 &5 © ISE3MAS
= ®

47 pav. Pavyzdyje pateiktq namg atitinkantis
grafas

Trumpiausio kelio paieskai galime panaudoti kg tik iSmoktg paieskos
platyn algoritmg, ir vykdyti ji i$ kiekvienos virstnés, kurioje ,,stovi*
bent vienas nykstukas. Taciau galima uzdavinj iSspresti efektyviau:
jsivaizduokime, kad lauke stovi vienas nykstukas (pavyzdziui,
autobuso vairuotojas?); jei rasime visus nykstukus, pas kuriuos Sis
nykstukas gali atbégti per ¢ ar maziau laiko vienety, tai ir iSspresime
uzdavinj. Pakanka vieng kartg jvykdyti paieskos platyn algoritma i3
i§¢jimo virstnés. Zinant trumpiausiy keliy ilgius nuo i§¢jimo iki
kiekvieno kambario, nesunku baigti spresti uzdavinj.

Toliau pateiktame programos fragmente paieSka platyn realizuota
papras¢iau, kadangi mus domina ne patys keliai, o tik atstumai.
Neaplankytas virStines atpazinsime ne pagal spalvy, o pagal tai, kad
atstumas iki jy yra pazymétas begaliniu. Grafas vaizduojamas
kaimynystés sarasais.

const BEGALINIS = MAXINT;
MAXN = ...; {maksimalus kambariy (grafo virsuniy) skaicius}
MAXK = ...; {maksimalus nykstuky skaicius}

type masyvas = array [l..MAXK] of integer;
loginis = array [1l..MAXK] of boolean;

var atstumas : array [l..MAXN] of integer;

102



Pazintis su grafais: paieska platyn ir gilyn

procedure ieSkok platyn(var g : grafas;

p : integer { pradiné virSuné } ) ;
var eil : eilé;
i, u, v : integer;
begin
for v := 1 to g.n do
atstumas|[v] := BEGALINIS;

isvalyk(eil);
{ j eile jtraukiama pradiné virsuneé }
atstumas([p] := 0;
idéek (eil, p):
while not tu3c¢ia(eil) do begin
v := iSimk (eil);
with g do
{ visos dar neaplankytos (pazymeétos begaliniu atstumu)
v kaimyneés jtraukiamos j eilg }

for i := 1 to vir[v].k do begin
u := vir[v].ksaraSas[i];
if atstumas[u] = BEGALINIS then begin
atstumas[u] := atstumas[v] + 1;
idék(eil, u);
end;
end;
end;
end;

procedure kas spés(var g : grafas;
var kamb : masyvas;
{ kambli] — i-ojo nykstuko kambario numeris }

i%éjimas, t : integer;
var spés : loginis);
begin
ieskok platyn(g, iséjimas);
for i := 1 to nyk sk do
spés[i] := atstumas([kamb[i]] <= t;
end;
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8 OILERIO IR HAMILTONO CIKLAI

The whole branch of mathematics was born out of the game.
I3 Zaidimy kilo net atskira matematikos Saka.
Nezinomas autorius apie grafy teorijos atsiradima

Pazintj su grafais pradéjome nuo istorijos apie septyniy
Karaliau¢iaus tilty uzdavinj. Siame skyrelyje papasakosime, kaip ta
uzdavinj iSsprendé Oileris, taip pat iSspresime jau ne kartg sutiktg
Hamiltono cikly uzdavinj.

Tam prireiks keleto naujy grafy teorijos savoky, tad nuo jy ir
pradékime.

8.1 Kelios grafy teorijos sagvokos

Briauny, jungianciy virSine v su kokia nors kita virStne, skaicius
vadinamas virSunés v laipsniu. Paprastuose grafuose virStnés
laipsnis yra jai gretimy vir§tniy skai¢ius, taciau multigrafuose
(grafuose, kuriuose dvi virStines gali jungti daugiau nei viena
briauna), Sie du skaiciai gali skirtis.

Briauna, kurig pasalinus i§ grafo padi-
déty jungumo komponenty skaicius,
vadinama tiltu. Kitaip tariant, jei no-
rétume i$ kurios nors virSiinés pasiekti

kitg, ir tam butinai turétume eiti
briauna (u, v), $i briauna ir baty tiltas.
48 pav. Grafo virsuniy
laipsniai uzrasyti Salia
virSuniy; grafas turi vienintelj
tiltg — briaung AC
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Oilerio ir Hamiltono ciklai

8.2 Oilerio keliai ir
ciklai

Jau minéjome, kad Oileris neigia-
mai atsaké j Karaliauciaus gyvento-
jus dominantj klausima: néra mars-
ruto, kuris prasidéty viename is
kranty, pereity kiekvienu i§ septy-

niy tilty lygiai vieng kartg ir baig-

tysi t Ci krante. I$ i- .
st tame: pactame Krafite. stagr 49 pav. Sveicary matematikas
Leonardas Oileris
leris padéjo grafy teorijos pagrin-  (Leonhard Euler), 1707—1783

dus.

néjes tokiy marsruty galimybe, Oi-

Jam pavyko iSspresti §j uzdavinj: Oileris nustaté, kokios salygos yra
butinos ir pakankamos, kad grafe egzistuoty toks marSrutas, be to,
pateiké  algoritmg jam rasti. MarSrutai, prasidedantys ir
uzsibaigiantys toje pacioje virSunéje bei apeinantys visas grafo
briaunas po vieng kartg, nuo tada vadinami Oilerio ciklais arba (jei
baigiasi kitoje virSinéje negu prasideda)

Oilerio keliais.

A
Néra sudétinga Karaliauciaus tilty atveju
jrodyti, kad neegzistuoja Oilerio ciklas. Pri-
siminkime, kaip atrodé grafas, kurio vir$a- &
nés — Karaliauciaus salos ir krantai, o briau-
nos — juos jungiantys tiltai (50 pav.). /S
50 pav.

IeSkome marsruto, kuris kiekviena briauna LA .

) Karaliauciaus tilty
pereity vieng kartg. Panagrinéjus kurig nors  ,,2danini atitinkantis
vieng virStine, nesunku pastebéti, jog iesko-

mas marSrutas nejmanomas, jei vir§unés laipsnis nelyginis: juk iSeiti
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i$ Sios virSunés turésime lygiai tiek karty, kiek ir atéjome, ir
kiekviengkart vis kita briauna, taigi visas briauny skaicius turi buti
dviejy kartotinis, lyginis. Taciau Siame grafe visy virSuniy laipsniai
nelyginiai (3, 3, 3 ir 5), taigi ir toks marSrutas tikrai nejmanomas.

Irodéme, kad toks marSrutas negalimas, jei bent vienos virSunés
laipsnis nelyginis. Oileris jrodé grieztesnj teiginj: Oilerio ciklas
egzistuoja tada ir tik tada, kai visy virsuniy laipsniai yra
lyginiai.

O kaip su Oilerio keliais? Jei marSrutas turi baigtis ne toje pacioje
virstinéje kur prasidéjo, tai minéta taisyklé turi galioti visoms
virSunéms, iSskyrus prading ir galine. Oilerio kelias egzistuoja
tada ir tik tada, kai lygiai dviejy virSuniy laipsniai yra
nelyginiai.

Be abejo, grafai, turintys Oilerio ciklg arba kelig, turi pasizymeéti dar
viena natiiralia savybe — jie turi bati jungiis®.

8.3 Flerio algoritmas

Zinome, kas yra Oilerio kelias ir ciklas, ir netgi mokame duotame
grafe nustatyti, ar toks egzistuoja. Taciau kaip ieskoti Oilerio kelio?
Pasirodo, tai labai paprasta. Flerio algoritmas, skirtas Oilerio cikly ir
keliy paieskai, gali buti nusakytas trimis Zodziais: venk eiti tiltu.

31 [Simtis, jei grafe yra izoliuoty (t.y. i$ kuriy neiSeina né viena briauna) vir$tniy;
tokiu atveju Qilerio ciklas gali egzistuoti, nors grafas ir nejungus.
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Flerio algoritmg, ieskantj Oilerio ciklo, galime iSskaidyti i tokius

Zingsnius:
e pradedame bet kurioje virSinéje;
® jei jmanoma, einame briauna, kuri néra tiltas (jei tokios
briaunos néra, tai einame tiltu);
e briaung, kuria jau éjome, pasaliname i$ grafo;
[ ]

kartojame nuo antro zZingsnio, o jei néra kur eiti, baigiame.

A A
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51 pav. Flerio algoritmo Oilerio keliui rasti iliustracija
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Oilerio kelio paieska skiriasi tik pradinés virSunés pasirinkimu:
pradedame virsiinéje su nelyginiu laipsniu.

Flerio algoritma Oilerio ciklo arba kelio paieskai multigrafe (t. y.
grafe, kuriame dvi vir$tines gali jungti daugiau negu viena briauna)
uzraSysime  programavimo  kalba.  Multigrafy  vaizduosime
kaimynystés matrica — kiekvienai porai virSuniy jsiminsime, kelios
briaunos jas jungia:

type grafas = record
n : integer;
briauny sk : array [1..MAXN,
1..MAXN] of integer;
laipsnis : array [1l..MAXN] of integer;
end;

Tarsime, kad masyvas laipsnis uzpildomas sudarant grafa.

Pries pradedant ieskoti svarbu jsitikinti, ar tenkinamos bitinos ir
pakankamos salygos. Paprastumo délei tarsime, kad grafas jungus,
arba ji sudaro tik vienas nevienetinio dydZio jungumo
komponentas. Sias sglygas nesunku patikrinti pasinaudojus paieska
gilyn, kaip tai daréme 7.4 skyrelyje.

Virstniy laipsniy ribojima patikrinti dar paprasc¢iau: tereikia
suskaiciuoti, kiek virstniy grafe turi nelyginius laipsnius. Jei tokios
bus dvi, tai ieskosime Oilerio kelio ir turésime pradéti vienoje i$
nelyginio laipsnio virStniy, priesingu atveju galésime pradéti bet
kurioje virstnéje.

Patikrinus, ar tenkinamos abi sglygos, galima pradéti vykdyti Flerio
algoritmg: jsiminti pradine virStne, pasirinkti tolesne ir briaung,
kuria jau éjome, iSbraukti i§ grafo. Tolesne lankoma virStne
renkamés pagal minétg salyga — stengiamés neiti tiltu, jei tik
jmanoma.
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const MAXB = ...; { maksimalus briauny skaicius }
type masyvas = array [l..MAXB+1l] of integer;

procedure Flerio(var g : grafas;
var kelio ilgis : integer;
var kelias : masyvas);
{ jei Oilerio ciklas/kelias grafe neegzistuoja, tai ,kelio_ilgis™ reiksmé lygi
nuliui, kitu atveju Oilerio ciklas/kelias jrasomas j masyvg ,.kelias™ }
var k, p, v, u, nelyg : integer;
begin
nelyg := 0;
{ suskaiciuojama, kiek yra nelyginio laipsnio
virsiniy, ir parenkama pradiné (v) }

v o= 1;
for k := 1 to g.n do
if odd(g.laipsnis[k]) then begin
nelyg := nelyg + 1;

{ jei randama bent viena nelyginio laipsnio virsiné,
tai v priskiriamas jos numeris }
v = k;
end;
kelio ilgis := 0;
if ((nelyg = 0) or (nelyg = 2))
{ jei tenkinamos bitinos Oilerio ciklo/kelio egzistavimo sglygos }
then begin { vykdomas Flerio algoritmas }
while v > 0 do begin
inc(kelio ilgis);
kelias[kelio ilgis] := v;
p := v; { paskutiné pereita virsuné }
v := 0;
{ pagal Flerio algoritmg pasirenkama sekanti virsiné }
for u := 1 to g.n do
if (g.briauny sk[p, u] > 0) and
((v = 0) or not tiltas(g, p, u))
then
v o= u;
if v > 0 then begin { iftrinama briauna }
dec(g.briauny sklp, v]);
dec(g.briauny sk[v, pl);
end; -
end;
end;
end;
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Liko nerealizuota funkcija tiltas. Ji turéty grazinti true reikSme,
jei grafe ¢ briauna (u, v) yra tiltas. Tai patikrinti nesunku: jei (u, v)
yra tiltas, tai pasalinus $ig briaung virStnés u ir v atsidurs skirtinguo-
se jungumo komponentuose. Taigi pasalinkime sig briauna, paieska
gilyn patikrinkime, ar v pasiekiama iS u, ir sugraZine pasalintg briau-
ng pateikime rezultata.

function tiltas(var g : grafas;

u, v : integer) : boolean;
var k : integer;
begin
if g.briauny sk[u, v] > 1 then
tiltas := false
else begin
for k := 1 to g.n do
spalvalk] := balta;
g.briauny_sk[u, v] := 0; { pasalinama briauna }
g.briauny sk[v, u] := 0;
ieékok_gilynw(g, u) ;
g.briaunu_sk([u, v] := 1; { atstatoma briauna }
g.briauny sk[v, u] := 1;
tiltas := spalvalv] = balta;
end;
end;

32 Si procediira pateikta 7.3 skyrelyje, tadiau kitaip pavaizduotam grafui, taigi prie§
taikant ja butina modifikuoti.
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8.4 Uzdavinys Domino kauliukai”

Yra krivelé domino kauliuky. Kiekvienas domino kauliukas
perskirtas pusiau, kiekvienoje puséje uzrasytas skaicius is
intervalo 0..6. Du kauliukus galima sujungti, jei sutampa
skaiciai, uzrasyti ant sujungiamy kauliuky pusiy.

UZduotis. Reikia nustatyti, ar kriveléje esancius kauliukus

galima sudélioti j nenutritkstamg linijg.

Uzdavinj modelivosime grafais. Grafas turés septynias virSunes,
sunumeruotas nuo 0 iki 6 (mat nuo 0 iki 6 tasky gali buti ant
domino kauliuko puselés). Kauliukus atitiks grafo briaunos.

0
®
* "J $f)o8 A 2
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52 pav. Kauliuky rinkinys ir juos atitinkantis grafas; grafe Oilerio kelias yra
toks: 6—4—2—1—3—6—2, tad kauliukus galima sudélioti j vieng eilg:
[6:4] [4.2] [2.1] [1.3] [3.6] [6.2] [2.4]

33 Sis uzdavinys buvo pateiktas Lietuvos informatikos olimpiados III etape 1995

metais.
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Kauliuky déliojimas | linijg atitinka kelia, kai visomis grafo

briaunomis apeinama po vieng karta, t.y. Oilerio kelig. Norint

iSspresti $j uzdavinj tereikia patikrinti, ar grafe egzistuoja Oilerio

kelias.

8.5 Hamiltono keliai ir ciklai

O brooding Spirit of Wisdom and of Love,
Whose mighty wings even now o'ershadow me,

Absorb me in thine own immensity,

And raise me far my finite self above!

Magslioji iSminties ir meilés siela,
kurios eikliy sparny Sesélyje slepiuos,
leisk prisiliesti prie gelmés tavos

ir perZengt savo ribotumo sieng! **

Seras Viljamas Rovanas Hamiltonas (Sir William Rowan Hamilton)

Airija néra Salis, kurig garsina
matematikai. Taciau vieng jy —

poeta
Viljama Rovana Hamiltong —

matematikg  ir serg
zino daugelis. Deja, labai ga-
baus, daug kalby

mokslininko asmeninis gyveni-

Zinojusio

mas buvo nenusisekes: jis sirgo
alkoholizmu ir depresija. 1859
metais — pasakoja, jog pristiges
pinigy —

jis sukonstravo ir

34 Eiles verté Gediminas Pulokas.
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Dublino zaisly gamintojams pardavé galvosukj ,, Aplink pasaulj” — is
medzio pagaminta taisyklinga dodekaedra su dvidesSimcia virStiniy.
Ant kiekvienos virSunés buvo uzrasytas miesto pavadinimas. Tai
buvo galvostikis: reikéjo rasti kelia dodekaedro briaunomis, kuriuo
buty kiekvienas miestas aplankytas po vieng kartg.

54 pav. Erdvinis dodekaedro vaizdas

Hamiltono kelin imta vadinti kelig, kuriuo einant kiekviena
virsuné aplankoma po vieng kartg.

55 pav. Dodekaedras, pavaizduotas plokstumoje
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Atrodyty, Hamiltono kelio uzdavinys nedaug skiriasi nuo Oilerio
kelio uzdavinio: vienu atveju reikia rasti kelia, kuris apeity visas
vir§tines po vieng karta, kitu atveju — kelig, kuris po vieng kartg
apeity visas briaunas. Taciau jy sprendimai i esmés skiriasi. Oilerio
ciklus ir kelius sékmingai randa Flerio algoritmas, o Hamiltono
kelio paieska — NP sunkus uzdavinys. Tai reiskia, kad néra
zinoma jokio efektyvaus algoritmo Siam uzdaviniui spresti.

Hamiltono kelio paiesko uzdavinys labai artimas keliaujancio pirklio
uzdaviniui, su kuriuo jau susiduréme 1.7 skyrelyje. Pastarajame
uzdavinyje grafas yra pilnas (t.y. bet kurios dvi virStnés yra
sujungtos briauna, nes egzistuoja kelias tarp bet kuriy dviejy miesty)
ir svorinis (grafo briaunoms yra priskirti svoriai, t. y. atstumai tarp
miesty).

8.6 Hamiltono kelio paieska

Ieskodami visy Hamiltono keliy grafe, kurio virSiinés sunumeruotos
nuo 1 iki n, galétume generuoti visus skai¢iy nuo 1 iki n kélinius
(t.y. visas galimas virSiniy apéjimo tvarkas) k;, k,, ..., k, ©

sugenerave patikrinti, ar egzistuoja visos briaunos (k, k.. ,),
i=1,2,..,n—1).

Taciau retuose (t.y. tokiuose, kurie turi nedaug briauny) grafuose
Hamiltono keliy galima ieskoti kur kas efektyviau. VirS$tniy seka
galima iSkart sudaryti taip, kad gretimas sekos virStnes jungty
briauna. Naudodami grizimo metodg parasysime procediry,
spausdinanc¢iag visus konkrecioje virSunéje v prasidedancius
Hamiltono kelius. Grafg vaizduosime kaimynystés sarasais.
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const MAXN = ...;
var seka : array [1l..MAXN] of integer;
aplankyta : array [l..MAXN] of boolean;

procedure iefkok(var g : grafas;
k, { kiek virstniy apeita }
v : integer { kurioje virsunéje sustota } ) ;
var i, u : integer;
begin
sekalk] := v;
{aplankytomis Zymimos konstruojamame kelyje esancios virsunés}
aplankytal[v] := true;
if (k = g.n) then
{ jei apeitos visos virsinés — tai rastas Hamiltono kelias}
spausdink%(g.n)

else
{ bandoma toliau eiti j visas neaplankytas v kaimynes }
for i := 1 to g.vir[v].k do begin
u := g.vir([v].ksarasas[i];
if (not aplankytalu]) then
ie8kok(g, k + 1, u);
end;
{ pabaigus, v paZymima kaip neaplankyta }
aplankytal[v] := false;
end;

Norint rasti Hamiltono kelius, prasidedancius visose virstunése,
reikia jvykdyti:

for v := 1 to g.n do
iedkok (g, 1, v);

Jei ieskotume ne keliy, o cikly, tuomet sugeneravus visg seka reikty
papildomai patikrinti, ar egzistuoja briauna, jungianti pirmg ir
paskutine kelyje esancias virSunes.

35 Procediira spausdink (m) iSveda masyvo elementus nuo 1 iki m; ji analogiska
5.1 skyrelyje pateiktai procediirai.
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9 ORIENTUOTIEJI GRAFAI, TOPOLOGINIS
RIKIAVIMAS

1t is amazing how often messy applied problems have a simple
description and solution in terms of classical graph properties.
Nuostabu, kaip daznai sudétingus praktinius uzdavinius pavyksta
paprastai suformuluoti ir iSspresti naudojant grafy teorijg.
Stivenas S. Skiena (Steven S. Skienna)

Iki Siol nagrinéjome tik paprasCiausius grafus: juose briaunos rodo,
kad tarp dviejy objekty rysys yra arba jo néra. Taciau ne visada rysys
tarp objekty esti vienodas. Siame ir tolesniame skyreliuose
praplésime grafo savoka ir panagrinésime uzdavinius, modeliuoja-
mus sudétingesniais grafais.

9.1 Orientuotieji grafai

Kartais gali tekti grafais pavaizduoti nesimetriskg rysj tarp objekty.
Pavyzdziui, jei grafu norétume vaizduoti miesto plang, kur virStinés
atitikty sankryzas, o briaunos — jas jungiancias gatves, tai galbut
tekty parodyti, kad kai kurios gatvés yra vienos krypties eismo: i$
sankryzos A galima nuvaziuoti j sankryzg B, bet ne atvirksciai.
Tarkime, atéjo pavasaris ir grafu modeliuojame, kuri mergaité
patinka kuriam berniukui, ir kuriai mergaitei — kuris berniukas. Cia
vél (deja!) susiduriame su nesimetriSku sarySiu: Pauliui gali patikti
Milda, o $i galbuit net nezvilgtelés i jo puse.

Taigi kartais prasminga grafo briaunoms suteikti kryptj. Grafas,
kuriame briaunos turi kryptj, vadinamas orientuotu arba
kryptiniu, o tokio grafo briaunos (su kryptimi) vadinamos lankais.
Piesiant grafa, lankai vaizduojami rodyklémis. Jei lankas nukreiptas
i$ virStinés A | virSune B, sakoma, kad lankas iSeina i$ virSunés A
ir ateina j virsane B.
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Orientuotieji grafai, topologinis rikiavimas

Ankstesniame skyrelyje buvome s
apibréze kai kurias grafy teorijos /

savokas, kurias reikéty patikslinti A \ >
orientuotiems grafams: virSunés

laipsnis, kelias, jungus grafas.

Orientuoto grafo virsuneés P 4=
iséjimo laipsnis lygus lanky,
iSeinanciy i Sios virstnés, skai- 56 pav. Orientuotojo grafo
¢iui, o jéjimo laipsnis lygus jei- pavyzdys

nanciy j virSune lanky skaiciui.

Kelias ir ciklas orientuotame grafe traktuojamas taip pat, kaip
ir neorientuotame grafe, taciau einama tik lanko kryptimi.

Orientuotame grafe yra keli jungumo tipai. Orientuotas grafas
vadinamas silpnai jungiu, jei orientuota grafa pakeitus jj
atitinkan¢iu neorientuotu grafu (t.y. grafo lankus pakeitus
briaunomis), §is yra jungus.

Vienkryptiskai jungiu grafu vadinamas orientuotas grafas, jei
pasirinkus bet kurias dvi vir§tines A ir B, egzistuoja kelias i§ A j B

arba i§ B A.

Orientuotas grafas yra stipriai jungus (stipriai susietas), jei i$ bet
kurios virstinés galima pasiekti bet kurig kita virstne.

Visi stipriai jungts grafai yra ir vienkryptiskai jungis, o wvisi
vienkryptiskai jungts yra ir silpnai jungts.
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R, T,

.c\o E .\o E .C\;/E

57 pav. Paveiksle pavaizduoti trys grafai;pirmasis jy — silpnai jungus,
antrasis — vienkryptiskai jungus ir treciasis — stipriai jungus

Orientuotas grafas yra bendresnis grafo atvejis, ir atvirk$¢iai —
paprastas grafas G' yra atskiras orientuoto grafo G atvejis, kuriame
grafo G' briaung (u, v) atitinka du lankai (u, v) ir (v, u). Taigi
nereikia beveik jokiy pakeitimy norint pavaizduoti orientuotg grafg
kompiuteriu. Jei grafg vaizduojame kaimynystés matrica, tai Si
matrica tiesiog nebus simetriné (lanko jterpimas j grafg reiks
reik§més jraSyma | vieng matricos langelj). Jei grafy vaizduojame
kaimynystés sgrasais, tai lanko jterpimas j grafg reiks vienos virStunés
kaimyniy sgraSo papildymg (dar maziau darbo negu vaizduojant
paprasty grafy).

Beveik be jokiy pakeitimy orientuotuose grafuose veiks jau aptarti
algoritmai: paieska gilyn ir platyn, Oilerio cikly bei Hamiltono cikly
paieska. Tiesa, algoritmai turés naujg prasme. Pavyzdziui, paieskos
gilyn ir platyn algoritmai aplankys ne visas vizualiai prijungtas
virsunes, bet tik tas, kurios pasickiamos einant lankais (tik viena
briaunos kryptimi). Siek tiek skiriasi Oilerio ciklo egzistavimo
salyga, taCiau ji labai nathrali: jeinanciy lanky skaicius (jéjimo
laipsnis) turi bati lygus iSeinandiy lanky skaiciui (i$éjimo laipsniui)
kiekvienoje virSunéje (j kiekvieng virSune turime ateiti tiek karty,
kiek ir iSeiti).

118



Orientuotieji grafai, topologinis rikiavimas

A B C D E F A B C D E F

MmO OwW e
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58 pav. Paveiksle pavaizduotas orientuotas grafas, jj atitinkantis neorientuotas
grafas bei Siuos grafus atitinkanti kaimynystés matrica; matome, kad vienu
atveju matrica yra simetriska, kitu atveju — ne

9.2 Topologinis rikiavimas

Isivaizduokite, kad pradéjote ruostis atostogoms ir norite keliauti j
tolima $alj. Teks nuveikti nemazai darby: uzsisakyti léktuvo bilietus,
numatyti ar uzsisakyti nakvynés vietas, susipakuoti daiktus, galbit
gauti vizas, iSsirinkti valstybe, j kuria vyksite, susiplanuoti marsruta
ir t. t. Akivaizdu, kad Siy darby bet kokia tvarka atlikti negalima.
Pries perkant léktuvo bilietus baitina iSsirinkti valstybe, | kurig vyk-
site, prie§ numatant nakvynés vietas — susiplanuoti marsruty, kuriuo
keliausite. Reikia visus pasiruo$simo atostogoms darbus surikiuoti j
eile taip, kad juos atlikdami ta tvarka sékmingai isvyktume
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atostogauti. Darbus galime vaizduoti grafo virSunémis, o fakta, kad
darbas A turi baiti atliktas pries darbg B, Zymeéti lanku i§ A | B.

Sis uzdavinys bus grafo topologinio rikiavimo uZdavinys:
orientuoto grafo virStines reikia iSrikiuoti | vieng eile taip, kad bet
kuriam grafo lankui (u, v), toje eiléje vir§tné u eity pries virsune v.

J S e,
N

® °
E A c B ) E

59 pav. Orientuotas beciklis grafas ir du skirtingi
topologiniai jo isrikiavimai

Ar visada galima topologiskai surikiuoti grafo virStines? Tarkime,
kad darbas A turi bati atliktas prie$ darbg B, darbas B — pries darbg
C, o darbas C — pries darbg A. Topologiskai surikiuoti tokios darby
sekos nejmanoma, tadiau ir pacios darby sekos turbiuit negalima pa-
vadinti korektiska. Tad grafo virSiines topologiskai galima iSrikiuoti,
jei ir tik jei grafe néra cikly.
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(1) Orientuotas beciklis grafas; virSiniy
A ir G jéjimo laipsniai lygis 0

[ 2 d

] J

¥
A, 6,C, E

(3) . I sekg jtraukiamos naujos virsunés
Cir E, kuriy laipsniai tapo lygiis 0

A 8
™ o
[
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e °
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(2) Pasalinami lankai, iSeinantys is
virsuniy A ir G, o Sios virsunés
jtraukiamos j sekg

A
®

L J [}
F [

A, 6,C,E,F

(4) Pasalinamas lankas, iSeinantis is
virsunés F, nes jos laipsnis lygus O;
virsuné F jtraukiama | sekos galg

o>
o

60 pav. Topologinio rikiavimo pavyzdys; juykdZius visus algoritmo Zingsnius,
gaunama virsuniy seka, kuri yra topologinis grafo isrikiavimas
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Topologinio rikiavimo algoritmas gana intuityvus: pirma isrenkamos
ir j sekg jtraukiamos virSunés, kuriy jéjimo laipsniai lygis O (i$ tiesy
reikia pradéti nuo darby, prie§ kuriuos nieko daugiau nereikia
atlikti). Tuomet paSalinami i§ $iy virSiniy iSeinantys lankai ir
atnaujinama informacija apie visy virSuniy laipsnius. Toliau vél
kartojami tie patys veiksmai, kol i sekg jtraukiamos visos virsunés.

Norint efektyviai vykdyti algoritmo zingsnius, grafy reikia vaizduoti
kaimynystés sgrasais. Vir$iiniy, kurios neturi jeinanciy lanky, galima
ieskoti kiekviengkart ciklu perbégant visas virsines. Taciau
efektyviau laikyti eile virStiniy, kuriy jéjimo laipsniai lygas O, ir ja
vis papildyti i§ grafo trinant lankus. Tam panaudosime eilés
duomeny struktiirg, aprasyta 7.6 skyrelyje.

const MAXN = ...; { maksimalus virSuniy skaicius }
MAXB = MAXN*MAXN; { maksimalus lanky skaicius }

type virstné = record

k : integer; { kaimyniy skaicius ir sgrasas }
ksgarasas : array [l..MAXN] of integer;

end;

grafas = record
n : integer; { virsuniy skaicius }

laipsnis : array [1l..MAXN] of integer;
{ jéjimo laipsnis }
vir : array [1..MAXN] of virsine;
{ virstuniy sgrasas }
end;

procedure topologinis rikiavimas(var g : grafas;
var seka : masyvas);
{ topologinis isrikiavimas jrasomas j masyvg seka }

var v, u, i, nr : integer;
eil : eilé;
begin

isvalyk (eil);
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Orientuotieji grafai, topologinis rikiavimas

{ i eile jtraukiamos virsunés, kuriy jéjimo laipsniai lygis 0 }
for v := 1 to g.n do
if g.laipsnis[v] = 0 then
ideéek (eil, v);

nr := 0; { iSrikiuoty virSuniy sekos indeksas }
while not tusc¢ia(eil) do begin
v := 1iSimk(eil);
nr := nr + 1;
sekal[nr] := v; { vjrasoma j sekg }
{ ,iStrinami* i v iSeinantys lankai ir papildoma eilé }
for i := 1 to g.vir[v].k do begin
u := g.vir([v].ksarasas[i]; { kaimyné}
g.laipsnis[u] := g.laipsnis([u] - 1;
if g.laipsnis[u] = 0 then
idék (eil, u);
end;
end;
end;

Jei baigus vykdyti algoritma, j seka nebuvo jtrauktos visos virstnés
(t. y. nr < g.n), tai reiSkia, kad grafe aptikta cikly, ir topologinis
iSrikiavimas nejmanomas. Atkreipkite démesj, jog pateiktoje
procediiroje grafo lankai i§ tiesy néra iStrinami, tik atnaujinama
informacija apie vir§iniy jeinan&ius laipsnius. Sio algoritmo
sudétingumas — O(n + b), kur b — lanky skaicius.

Yra ir kitas tokio paties sudétingumo topologinio rikiavimo
algoritmas, naudojantis paieska gilyn; §j algoritmg realizuoti yra
paprasciau. Jo teksto nepateiksime, tik trumpai paaiskinsime idéja.

Pasirinkus bet kurig virSting, nuo jos atlieckama paieska gilyn.
Paieskos gilyn metu pirmiausia juodai nuspalvinamos ,,giliausios®
virStnés: jei orientuotasis grafas neturi cikly, tai virSuné v bus
nuspalvinta juodai tik tada, kai jau nuspalvintos juodai visos iS jos
pasiekiamos virsiinés. Todél jei spalvinant virSiine juodai, ji dar ir
jterpiama j sekos pradzZig, tai gautoji seka ir yra topologinis grafo
iSrikiavimas.
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Jei paieska gilyn baigta, bet dar like balty virSuniy, tuomet vél
pasirenkama bet kuri balta vir§iné ir nuo jos atlickama paieska
gilyn, kartojant jau aprasytus veiksmus. Sis algoritmas taip pat gali
aptikti ciklg grafe: nagrinéjant virStinés kaimynes neturi buti
aptinkama pilka virSiné, nes joje pradéta ir dar nebaigta paieska
gilyn.

Zemiau pateikti paveikslai iliustruoja topologinj rikiavimg taikant
paieska gilyn.

A — 8 A 8
c(i %D PE CC% \ %b %)E
3 & F &

3 D, B
(1) 2

Pradéjus nuo pasirinktos virsiinés A, vykdoma paieska gilyn; juodai nuspalvintos
virsunés jtraukiamos j sekos pradzig; jtraukus j sekg visas virstunes Sios atsidurs

sekos pabaigoje
A 8 A 8
C®E C®E
¥ ] ¥ G
A,C,F’ D;E G’E’A7 C‘1 F’ D)E
3) 4)

Jei baigus vykdyti paieskg gilyn lieka balty virsuniy, tai pasirenkama bet kuri is
jy ir vél vykdoma paieska gilyn

61 pav. Topologinio rikiavimo, taikant paieskg gilyn, pavyzdys
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9.3 Uzdavinys Abécéle™

Dauguma miisy moka isrikiuoti Zodzius pagal abécéle.
Siame uzdavinyje nagrinésime atvirkstig procesq. Duotas
nezinomos kalbos ZodzZiy, surikiuoty pagal tos kalbos abécéle,
sgrasas. | pateiktus ZodZius jeina visos tos kalbos abécélés
raides.

UZduotis. Reikia rasti Sios nezinomos kalbos abécéle.

Visos raidés rikiavimo ir abécélés poziuriu laikomos skirtin-
gomis, taip pat trumpesnis Zodis eina pries ilgesnj Zodj, gautg
i to trumpesnio prirasant raidZiy jo pabaigoje. PavyzdZiui,
lietuviy kalboje Zodis ,,as* eina pries Zodj ,,asara”. Sgrase
pakanka informacijos abécélei nustatyti.

Prisiminkime, ka kalbéjome apie olimpiadinius uzdavinius, kuriy
salygose minimas rikiavimas: dazniausiai jy sprendimui Zinomy
rikiavimo algoritmy tiesiogiai pritaikyti negalésime. Taip bus ir §j
karta. Nors salygoje kalbama apie rikiavimg, tai i§ tiesy yra
topologinio rikiavimo uzdavinys.

Sakykime, zZinome, kuris i$ dviejy zodziy, iSrikiavus abécélés tvarka,
eina pirmas. PavyzdZiui:

ARKLYS
ARKTINIS

Ka galime suzinoti apie raidziy tvarkg abécéléje? Pirmosios
skirtingos zodziy raidés yra L ir T, tad | jas ir buvo atsizvelgta

36 Analogiskas uzdavinys buvo pateiktas Lietuvos informatikos olimpiados III etape
2005 metais.
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rikiuojant ZodzZius. Vadinasi, nezinomoje abécéléje raidé L eina pries
raide T.

Raides zymésime grafo vir§tinémis, o sarySius tarp raidziy — lankais.
Nustate, kad raidé A abécéléje eina pries raide B, nuvesime lankg is
virstnés A j virSune B. Gautasis grafas bus aibé reikalavimy, kuriuos
turi tenkinti tos kalbos raidziy tvarka abécéléje. Abécéle,
tenkinancig Siuos reikalavimus, rasime butent topologiskai isrikiave
grafo virSunes. Uzdavinio salyga teigia, jog saraSe pakanka
informacijos raidziy tvarkai nustatyti, taigi sudaryto grafo vir$tnes
bus jmanoma topologiskai isrikiuoti vieninteliu budu.

Sudarinéjant grafg, pakanka iSnagrinéti tik gretimy saraSo Zodziy
poras: jei zinoma, kad raidé A eina pries raide B, o raidé B pries
raide C, tai Sias raides topologiskai iSrikiavus raidé A bitinai eis
pries raide C. Pavyzdziui, sudarykime grafg i§ tokio rusy kalbos
zodziy, iSrikiuoty abécélés tvarka, saraso:

EM
v A—W—M I
MAMA
MEHS

MHE
MOIETA (& (&)

HET
HMHA

—©
OHN
POT

TOT

A 62 pav. Grafas, atitinkantis kairéje pateiktg ZodZiy sgrasg
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63 pav. Topologiskai isrikiave raidziy grafg, randame
nezinomos kalbos abécélg

Zemiau pateiktame sprendime grafo struktiroje Zymeésime, kurias
raides atitinkancios virSunés yra grafe, nes ne visi simboliai jeina j
abécéle. Procedirai rask abécéle perduodamas iSrikivoty pagal
abécéle zodziy masyvas.

const MAXZODZIU = ...;
type Yod¥iai = array [1..MAXZODZIU + 1] of string;
grafas = record

n : integer; { virSuniy skailius }
virsSineé : array [char] of boolean;

{ ar grafe yra raide atitinkanti virsuné }
lankas : array [char, char] of boolean;
iein lanky : array [char] of integer;

end;

procedure rask_abeceéle(sk : integer; { ZodZiy skaicius }
var Z : Zodziai;
var abécélé : string);
{ atsakymas jrasomas j eilutg abécélé }

procedure sudaryk grafa(var g : grafas);
var i, j, m : integer;
c, d : char;

begin

{ isvalomi masyvai }

g.n := 0;

for ¢ := low(char) to high(char) do begin
g.virstneée[c] := false;
g.iein lankuy[c] := 0;
for d := low(char) to high(char) do

g.lankas[c, d] := false;
end;
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{ sudaromas grafas }

z[sk + 1] := ''; { pridedame tuscig Zodj }
for i := 1 to sk do begin
{ jei randama naujy raidZiy — jos jtraukiamos j grafg }
for 7 := 1 to length(z[i]) do
if not g.virstné[z[i][j]] then begin
g.virdtne[z[i][]]] := true;
inc(g.n);
end;
m := minm(
length(Zz[1i]), length(z[i + 11));
j o= 1;
while (j <= m) and (Z[i][Jj] = Z[i+1][3])

do inc(j); { ieSkoma nesutampanti raidé }
if (3 <= m) and
not g.lankas[Z[1][j], Z[i+1]1([]3]1]

then begin
{ rasta nesutampanti raidé — grafas papildomas lanku }
g.lankas([z[1i]1[j], Zz[i+1]1([Jj]] := true;
inc(g.iein lankulz[i + 11[j11);
end;
end;

end;

var g : grafas;
c, d : char;
begin
sudaryk grafa(qg);
{ topologiskai isrikiuojamas grafas (randama abécélé) }

abécele := '';
while g.n > 0 do begin
c := low(char);

{ randama virsiné be jeinanciy lanky }
while (not g.vir3tné[c]) or
(g.iein lanky[c] > 0) do inc(c);
{ raidé pridedama prie abécélés }
abécele := abéceéle + c;

37 Funkcijos min teksto nepateikiame — ji paprasCiausiai grazina mazesnjjj i§ dviejy
parametry.
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{ atnaujinami kaimyniy laipsniai }

for d := low(char) to high(char) do
if g.lankas([c, d] then

dec(g.iein lankuy[d]);

{ virsuné istrinama is grafo }

g.virs3tné([c] := false;

dec(g.n);

end;
end;

Atkreipiame démesj, kad Sio uzdavinio sprendime topologinis
rikiavimas realizuotas kitaip — grafas vaizduojamas kaimynystés
matrica, nenaudojama eilés duomeny strukttra. Algoritmo
sudétingumas — O(n®).
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10 SVORINIAI GRAFAI, TRUMPIAUSIO KELIO
PAIESKA — DIJKSTROS ALGORITMAS

Most of fundamental ideas of science are essentially simple.
Dauguma fundamentaliy mokslo idéjy yra is esmés paprastos.
Albertas Ensteinas (Albert Einstein)

Daznai tikslinga grafo briaunai (arba lankui) priskirti kokj nors dydj.
Pavyzdziui, jei grafu modeliuojame vietovés zemélapj (virSinémis —
miestus, o briaunomis — kelius), tai briaunoms galima priskirti ty
keliy ilgius. Siame skyrelyje aptarsime tokiy grafy vaizdavimg ir
vieng i§ garsiausiy algoritmy — Dijkstros algoritmg trumpiausiam
keliui rasti.

10.1 Svoriniai grafai

Grafas, kurio visoms briaunoms (lankams) yra priskirti dydziai (svo-
riai), vadinamas svoriniu. Dazniau-
siai nagrinéjami svoriniai grafai, ku-
riy briauny svoriai yra skaiciai.

Galime tarti, kad paprastas besvoris
grafas téra atskiras svorinio grafo
atvejis, kai visy briauny svoriai
lygts 1.

Duomeny struktiira, kuria galime

pavaizduoti svorinj grafg, nesudé-

. . s . 64 pav. Svorinio grafo pavyzdys
tinga. Galime naudoti kaimynystés
matrica, kurioje saugosime briauny
svorius. Ta pati matrica turéty
saugoti ne tik briauny svorius, bet ir parodyti, kurios grafo briaunos
egzistuoja, kurios ne. Neegzistuojancias briaunas galime zymeéti

tokiu skaic¢iumi, kokio svorio buti negali, pavyzdziui ,begaliniu®
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(labai dideliu) svoriu arba neigiamu skai¢iumi (pavyzdziui, jei grafo
svoriai rei$kia atstumus tarp miesty). Bet kuriuo atveju reikia bati
tikram, kad jokioje algoritmo vykdymo stadijoje egzistuojancios
briaunos svoris negalés jgauti tokios reikSmés.

const MAXN = ...; { maksimalus grafo virsuniy skaicius }
BEGALINIS = MAXINT;

type grafas = record
n : integer; { virsuniy skaicius }
svoris : array [1l..MAXN,
1..MAXN] of integer;

{ briauny svoriy matrica }
end;

Sitaip wvaizduojant grafg, virSines u ir v jungia briauna, jei
G.svoris[u, v] < BEGALINIS.

Jei grafas vaizduojamas kaimynystés sgrasais, tai briaunos svorj tenka
arba saugoti atskirame dvimaciame masyve, arba kiekvienai virStunei
sudaryti i$ jos iSeinandiy briauny svoriy sarasg.

10.2 Trumpiausio kelio paieskos algoritmas —
Dijkstros algoritmas

Nagrinéjant olimpiadiniy uzdaviniy sprendimus daznai gali tekti
susidurti su Dijkstros algoritmu trumpiausio kelio grafe paieskai. Sio
algoritmo autorius — E. V. Dijkstra (Edsger Wybe Dijkstra) —
olandy mokslininkas, daug nusipelnes kompiuteriy mokslui, ypac
programavimo kalby srityje. Trumpiausio kelio algoritmas néra
svarbiausias jo darbas, taciau daugelis Dijkstros pavarde sieja btent
su Siuo algoritmu.
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Pats E. V. Dijkstra apie tai raso: ,,Daug
mety placiuose sluoksniuose trumpiausio ke-
lio algoritmas garsino mano vardg ir teiké
slovés, taciau nuostabu tai, kad jis buvo su-
kurtas net be popieriaus ir piestuko, geriant
kavg su Zmona saulétoje Amsterdamo kavi-
nés terasoje, sukurtas tik pademonstruoti
kompiuterio galimybéms...*

Jau esame aptare vieng algoritma, tinkama

trumpiausio kelio paieskai — paieska pla- 65 pav.

tyn. Pradéta virSunéje p, paieSka platyn E. V. Dijskira
S v luriy atst (Edsger Wybe Dijkstra)

pirmiau ima virStnes, kuriy atstumas nuo 1930—2002

virsinés p (matuojamas briauny, kuriomis
einama, skai¢iumi) yra maziausias.

Nagrinékime svorinj grafa G, kurio briaunos (u, v) svoris reiskia
atstuma tarp virStiniy u ir v. Kelio svoriniame grafe ilgiu
vadinsime visy kelig sudaranciy briauny svoriy sumg. Nagrinésime
svorinj grafg G, kurio briaunos (u, v) neneigiamas svoris reiskia
atstuma tarp virStniy u ir v. Kaip ieskoti trumpiausio kelio tokiame
grafe? Nesunku jsitikinti, kad paieska platyn ¢ia visai netinkamas
algoritmas, kadangi trumpiausias kelias nebatinai reik§ maziausig
briauny, kuriomis einama, skai¢iy (pavyzdziui, pasiekti virStune
einant dviem briaunomis, kuriy svoriai atitinkamai, 1 ir 2, yra
»pigiau® negu viena briauna, kurios svoris 5, nes 1 + 2 = 3 < 5).

Dijkstros algoritmas, kaip ir paieska platyn, iS duotosios virstunés p
randa trumpiausius kelius iki wvisy svorinio grafo virStniy.
Algoritmas skirsto virSiines j dvi aibes: ty, iki kuriy trumpiausi keliai
(ir atstumai) jau zinomi (jas vadinsime prijungtomis), ir visy kity.

Pradzioje nezinomas trumpiausias kelias né iki vienos virSanés,
iSskyrus pradine p, tad pazymima, kad atstumai iki Siy virSuniy yra
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begaliniai. Atstumas (nuo pradinés) iki pradinés virSinés jau
zinomas — jis lygus nuliui.

Kiekvienu zingsniu algoritmas suranda dar neprijungtg virsiine, iki
kurios atstumas yra maziausias (pirmu algoritmo zingsniu tai pradiné
vir$uné p, kadangi iki visy kity virStniy atstumai yra begaliniai).
Pasirinktoji virSiné prijungiama, o tuomet atnaujinama informacija
apie visas neprijungtas jos kaimynes: galbuit kelias iki Sios virStnés
dar nebuvo rastas, o jei buvo — tai galbuit kelias, einantis per kg tik
prijungtaja virSune iki Sios kaimynés, yra trumpesnis uz iki Siol
rastajj.

Taigi pirmuoju algoritmo zZingsniu prijungiama pradiné virSuné p.
Antruoju — artimiausia p kaimyné. Kiekvienu zingsniu prijungiamy
vir§tiniy atstumai sudaro nemazéjancia seka, kadangi visglaik
bandoma prijungti kuo artimesnes viriines. Sie samprotavimai
intuityviai pagrindzia algoritmo teisingumg. Prijungdami virSune,
galime buti tikri, jog rastasis atstumas yra trumpiausias, kadangi visi
kiti, véliau atrasti, trumpiausi atstumai bus tik ilgesni uz §j.

Kadangi ieskoma trumpiausiy keliy, o ne tik jy ilgiy, kiekvienai
virStinei i§saugoma jos pirminé vir§tné (tai virSané, i§ kurios j ja
ateinama einant trumpiausiu keliu). Kol kelias iki vir§tnés nerastas,
jos pirminé virSiné yra neapibrézta. Atnaujinant atstuma iki
virsinés, kartu pazymima, i§ kurios virSinés | ja ateinama.
Algoritmo vykdymo metu kiekvienos virStiinés pirminé virsiné (kaip
ir trumpiausias rastas atstumas) gali ne kartg pasikeisti. 66 paveiksle
pavaizduotas Dijkstros algoritmo vykdymas konkrec¢iame grafe,
ieskomi trumpiausi keliai i$ vir§unés a iki kity grafo virSuniy.
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5 7z 4 Ta

(1) Pradiné situacija: trumpiausio kelio ~ (2) Virsiné a turi dvi kaimynes b
iki virsunés a (pasirinktosios pradinés ir c; iki Siy virSuniy rasti trumpes-
virsunés) ilgis lygus 0, o iki kity virSi- ni keliai

niy — nezinomas;

(3) IS neprijungty virsuniy isrenkama ta, iki kurios atstumas trumpiausias
(virsung b); trumpesnio kelio iki b rasti negalima, ji prijungiama; perZitirimos
neprijungtos b kaimynés c ir d ir pastebima, kad iki Siy abiejy virsiniy rasti
trumpesni keliai per virsiing b: iki virsinés d kelias anks¢iau nebuvo rastas, o
iki virstinés ¢ buvo rastas tiesioginis kelias i a; taciau naujasis kelias per
virsting b yra trumpesnis

4 4
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66 pav. Dijkstros algoritmo iliustracija

vaizduojamas kaimynystés matrica.

type masyvas = array [l..MAXN] of longint;
logmas = array [1l..MAXN] of boolean;

procedure dijkstra(var G : grafas;
var atstumas, pirminé

p : integer);
var prijungta : logmas;
v, u : integer;
min : longint;
begin
{ jrasomos pradinés masyvy reikSmeés }
for u := 1 to G.n do begin
atstumas[u] := BEGALINIS;
pirmine[u] := -1;
prijungtalu] := false;
end;
atstumas([p] := 0;

masyvas;

(6) Baigus vykdyti Dijkstros algoritmg visos virsinés yra prijungtos (t. y. visos
yra pasiekiamos i§ pradinés virsunés) ir Zinomi trumpiausi atstumai iki jy:
trumpiausio kelio iki virsiinés b ilgis lygus 3, iki c — 4, iki d — 6, ikie — 8.

Toliau pateikiamas algoritmo tekstas, tinkamas trumpiausiy keliy
paieskai tiek orientuotame, tiek ir neorientuotame grafe. Grafas
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v o= p;
while v <> 0 do begin
{ jei v <> 0, tai rasta virsuné, kurig galima prijungti }
prijungtalv] := true;
for u := 1 to G.n do { perZiurimos kaimynés }
if (G.svoris[v, u] < BEGALINIS) and
(atstumas[u] >
atstumas[v] + G.svoris[v, ul)
then begin { j virSiung u verciau eiti per v }
atstumas[u] :=
atstumas([v] + G.svoris[v, u]l;
pirminéf[u] := v;
end;

{ randama tolesné kandidaté -
dar neprijungta virSiné su maZiausiu atstumu }

v := 0;
min := BEGALINIS;
for u := 1 to G.n do

if not prijungtalu] and
(atstumas[u] < min)

then begin
v o= u;
min := atstumas[u];

end;

{ jei jokia virsuné nerasta, tai v = 0 ir ciklas nutraukiamas }
end;
end;
Uzrasytojo algoritmo sudétingumas yra O(n®), kur n — grafo

vir§tiniy skaicius. Pasitelkus sudétingesnes duomeny struktiiras,
Dijkstros algoritma galima pagreitinti iki O((n + b) log n) (¢ia b —
grafo briauny skaicius). Pastarasis sudétingumas yra kur kas geresnis
retuose (turin¢iuose nedaug briauny) grafuose.
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10.3 Uzdavinys Aplink Zeme per 80 dieny™

Ziulio Verno knygoje pasakojama, kaip Filijas Fogas
apkeliavo aplink Zeme per 80 dieny. Taciau galbut sudarius
labai gerg marsrutg, jam buty pasiseke apkeliauti dar
greiciau.

Zinomi juairiy transporto priemoniy, vykstanciy j rytus
(Filijas Fogas keliavo tik | rytus), tvarkarastiai, tie patys
visomis dienomis. Apie kiekvieng reisg Zinoma Sitokia
informacija: iSvykimo miestas, iSvykimo laikas, miestai,
kuriuose sustojama, kelionés trukmé tarp dviejy gretimy
stociy. Visi tvarkarasciai nurodyti Grinvico laiku.

Laikomasi  susitarimo, kad tarpinéje stotyje transporto
priemonés neuzsibuna: atvyksta ir iSvyksta tg pacig minute,
taip pat kad persésti is vienos transporto priemonés | kitg
galima tq pacig minute.

Uzduotis. Zinomas miestas, is kurio pradedama keliauti.
Kelionés pradZia yra lygiai vidurnaktis Grinvico laiku.
Parasykite programgq, kuria nustatytuméte, ar galima
apkeliauti aplink Zemés rutulj pagal pateiktus susisiekimo
priemoniy tvarkarascius ir, jei galima, informuotumeéte, kada
anksciausiai jmanoma grizti j miestq, is kurio buvo isvykta.

Kaip jau galéjote atspéti, uzdavinys bus sprendziamas taikant
Dijkstros algoritma. Taciau olimpiada néra kontrolinis darbas,
kuriuo tikrinama, ar gerai dalyviai moka vieng ar kit algoritmg. Tad

38 Panasus uzdavinys buvo pateiktas Lietuvos moksleiviy informatikos olimpiadoje
IIT etape 2000 metais.
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ir uzdaviniai olimpiadose pateikiami tokie, kad net Zinant algoritmg,
tenka jj modifikuoti ir pritaikyti nejprastai situacijai.

Sudarysime orientuotg grafa, kurio virSunés atitiks miestus. Reikia
rasti trumpiausia kelig i§ pradinio miesto atgal | ji pati, tik
trumpiausig laiko prasme. Taciau Dijkstros algoritmas kiekvieng
virSting nagrinéja tik po viena karta, todél pradinj miestg (j kurj
turime sugrjzti) pavaizduosime dviem vir§inémis (M ir M'): viena
turés tik iSeinancius lankus, kita — tik jeinancius.

Galime bati tikri, kad bet kuri kelioné i§ virsunés M | virSine M'
bus kelioné aplink pasaulj, kadangi visi marSrutai yra tik ryty
krypties.

I bet kurj marSruta galima zitréti kaip | keliy tiesioginiy (be
persédimy) ir nepriklausomy reisy rinkinj. Kiekvieng tokj
(tiesioginj) reisa grafe atitikty lankas, turintis du parametrus
(svorius): reiso pradzZios laika ir jo trukme. Kiekvienu Dijkstros
algoritmo zingsniu buty prijungiama virsiné, iki kurios galime
atvykti ankscCiausiai. Prijungus virSine perzitrimi visi i§ jos
iSeinantys lankai. Pagal atvykimo | $ia virStne laikg ir marSruto
trukme apskaic¢iuojama, kada galima nuvykti j kaimynines virSunes.

Panagrinékime pavyzdj. Sakykime, duoti 7 miestai, Filijas Fogas
kelione pradeda ir baigia antrajame, ir galimi tokie marsrutai:

Pirmasis marsrutas: 2 — 5 — 6, iSvykimo laikas — 5:35, vaziavimy
trukmeés: 2:44 ir 21:07.

Antrasis marsrutas: 3 —>5—>1—>6, iSvykimo laikas — 7:16,
vaziavimy trukmeés: 1:14, 7:10, 3:40.

Treciasis marsrutas: 4 — 6 — 7 — 2, isvykimo laikas — 3:20,
vaziavimy trukmés: 1:00, 15:40, 1:15.
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Ketvirtasis marsrutas: 6 =>4 — 3 = 2, isvykimo laikas — 19:30,
vaziavimy trukmés: 0:20, 1:00, 0:35.

67 pav. Pavyzdyje pateiktus marsrutus atitinkantis grafas; kad iliustracija bity
aiskesné, vietoj vaZiavimo trukmiy nurodyti atvykimo laikai (né vienas reisas
netrunka ilgiau nei parg)

Siuos marirutus atitinkantis grafas pateiktas 67 paveiksle. Tarkime,
Filijas Fogas pradeda kelione i§ antrojo miesto. Jis anksciausiai sugrjs
namo, jei stotyje lauks iki ryto ir 5:35 iSvyks j penktajj miestg (tai,
beje, vienintelis reisas i§ antrojo miesto). Penktajame mieste jam
verta persésti ir vaziuoti | pirmajj miesta, o iS ten — | Sestajj, kuriame
jis atsidurs 19 wval. 20 min. Ir spés j reisa, iSvykstantj i ketvirtajj
miestg 19 val. 30 min. O i$ ten be persédimo vaziuos iki pradinio
miesto. Kelionés trukmé: 21 val. 25 min.
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Jeigu Filijas Fogas penktajame mieste nepersésty ir vaziuoty toliau j
SeStgjj miestg, tuomet jis ten atsidurty kitos dienos ryte:
5 val. 26 min. ir pavéluoty i j rytinj reisg, vykstantj j septinta miestg.
Jam tekty laukti iki vakaro ir tik 19 val. 30 min. jis galéty iSvykti |
ketvirtajj miestg. Kelioné aplink pasaulj trukty 1 parg, 21 val. ir 25
min., t. y. lygiai parg ilgiau nei optimaliu atveju.

Kadangi gali buti keli skirtingi reisai tarp ty paciy miesty, grafa
biitina vaizduoti kaimynystés sarasais. Sutarsime, kad skaitant
pradinius duomenis, visi tarpiniy sustojimy turintys marSrutai is
karto iSskaidomi | persédimy neturinéius reisus ir tuo paciu
sudaromas grafas. Taip pat sutarsime, kad, kuriant grafg, iSvykimo
laikai perskaiCiuoti minutémis. Rezultatas (laikas, kada anksciausiai
jmanoma grizti) taip pat pateikiamas minutémis nuo kelionés
pradzios.

const BEGALINIS MAXLONGINT;
PARA = 24 * 60;
MAXM = ...; { maksimalus miesty skaicius }
MAXR = ...; { maksimalus reisy skaicius }

type masyvas = array [l..MAXM + 1] of longint;
logmas = array [1..MAXM + 1] of boolean;
reisas = record
kur, kada, trukmé : longint;
end;

reisai i$ miesto = record

k : longint; { reisy skaicius }

reisai : array [1l..MAXR] of reisas;
end;

grafas = record

n : longint; { miesty skaiius }

mst : array [1..MAXM+1] of reisai i§ miesto;
end;
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procedure dijkstra(var G : grafas;

var i, u, v,

prijungta

begin

pr : longint; { pradinis miestas }
var laikas : masyvas {atvykimo laikai}) ;

t, min, atvykta, iSvyksta : longint;

logmas;

{ jrasomos pradinés masyvy reiksmés }

for u := 1 to G.n do begin
laikas[u] := BEGALINIS;
prijungtalu] := false;
end;

laikas[pr]

v = pr;

:= 0y

while v <> 0 do begin
{ prijungiama virsiné v }
prijungtalv] := true;
{ atnaujinama informacija apie kaimynes }

for

end;

i
u
t

1 to G.mst[v].k do begin
G.mst[v].reisail[i].kur;
G.mst[v].reisai[i].trukmé;

{ kiek reikés laukti mieste v 7 }

atvykta := laikas([v] mod PARA;
isvyksta := G.mst[v].reisai[i].kada;
if atvykta <= iSvyksta then

{ reisu pavyks isvykti tq pacig parg }
t := t + (isvyksta - atvykta)

else { teks laukti kitos dienos }

t := t + (PARA - atvykta) + isvyksta;

{ ar j u verta vykti per v? }
if laikas[u] > laikas[v] + t then

laikas[u] := laikas[v] + t;
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{ randama tolesné kandidaté —
dar neprijungta virSiuné su maziausiu atstumu }

v := 0;
min := BEGALINIS;
for u := 1 to G.n do
if not prijungtalu] and (laikas[u] < min)
then begin
v o= u;
min := laikas([u]l;
end;
end;

end;

procedure keliauk(var G : grafas; { informacija apie visus
reisus is kiekvieno miesto}
pr : longint; { pradinis miestas}
var atvykimas : longint { sprendinys}) ;
var i, j, pb : longint;
laikas : masyvas;

begin
{ pradinis miestas kei¢iams dviem miestais: miestu, kuriame
kelioné prasidéjo ir fiktyviu, kuriame kelioné baigeési }

G.n := G.n + 1;
pb := G.n;
for i := 1 to G.n - 1 do
for j := 1 to g.mst[i].k do
if G.mst[i].reisai[]j].kur = pr then
G.mst[i].reisail[]j].kur := pb;

{ suskaiciuojama, per kokj maziausig laikg galima
nuvykti j kiekvieng miestg }
dijkstra (G, pr, laikas);

atvykimas := laikas|[pbl;

{ jei marsruto néra, atvykimas = BEGALINIS }
end;
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11 MEDZIAI, MINIMALAUS JUNGIAMOJO
MEDZIO RADIMAS

I hope to convince you that mathematical trees are no less lovely than
their biological counterparts.

Tikiuosi, galiausiai jis sutiksite, jog matematiniai medziai

dziugina Sirdj ne mazZiau nei tikrieji.

Dzo Malkevicius (Joe Malkevitch)

Ankstesniuose skyriuose iSplétéme grafo savoka: susipazinome su
orientuotais bei svoriniais grafais. Sj karta susiaurinsime grafo
savoky. Panagrinésime medzius — grafus, pasizymincius tam
tikromis savybémis. Pamatysime, jog medziai daznai pasitaiko, kai
grafais modelivojami praktiniai uzdaviniai.

11.1 Medziai

Medziu vadinamas neorientuotas jungus
cikly neturintis grafas.

Kiekvienas medis pasizymi tokiomis savy-
bémis:

e bet kurias dvi virSiines medyje

jungia vienintelis kelias;

e visos medzio briaunos yra tiltai

68 pav. Medis

(t. y. panaikinus bet kurig briau-
ng medis tapty nejungus);

e 1 virSiniy turintis medis visuomet turi (n — 1) briauna, ir

atvirksCiai — jungusis grafas turintis n virStniy ir (n — 1)
briaung yra medis.
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Kai kada medziuose viena virSuné isskiriama is kity ir pavadinama
medzio saknimi, o pats medis — Sakniniu medziu.

Sakninio medzio vir§iinés taip pat turi skirtingus pavadinimus. Bet
kuri virsiné u, esanti tiesioginiame kelyje tarp Sakninés vir§tunés ir
virstnés v, vadinama virSinés v protéviu, o virSiné v vadinama
virstinés u vaikaiciu. Sakniné vir§iné yra visy medZio viriiiniy
protévis, o visos medzio vir§iinés yra jos vaikaiCiai, kiekviena
vir§tiné yra savo pacios protévis ir vaikaitis. Jei vir§iné u yra v
protévis ir egzistuoja briauna, jungianti u ir v, tuomet u vadinama
pirmine (tévine) v virSine, o v vadinama antrine (vaikine) u
virSine. Medzio virSiné, neturinti antriniy virStiniy, vadinama
lapu.

69 pav. Sakninis medis, gautas i§ praeitame paveiksle pateikto medzio, Saknine
pasirinkus virsung H; medis turi penkis lapus (C, F, A, B, G); Sakniné virsiuné
H turi dvi antrines virSunes (D ir E) ir
7 vaikaicius (D, E, C, F, A, B, G).

11.2 Medziy vaizdavimas
Medis yra susiaurinta grafo savoka: bet kuris medis yra grafas, bet ne

atvirkSciai. Tad medZius galima vaizduoti lygiai tomis paciomis
duomeny struktiromis kaip ir grafus: kaimynystés matricomis ir
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kaimynystés sarasais. Kita vertus, galime tikétis rasti elegantiskesnj
blidag medziams pavaizduoti. Juk i§ anksto zZinome, jog toks grafas
turés (n — 1) briaung, bus jungus bei neturés cikly.

Is tiesy, jei medis Sakninis, tai kiekviena vir§tiné, iSskyrus medzio
Saknj, turi lygiai viena pirmine virSine. Todél medj visiskai
apibrézia jau anks¢iau minétas pirminumo masyvas:

const MAX = ...; { maksimalus medzZio virsiniy skaicius }
type masyvas = array [l..MAX] of integer;

var pirminé : masyvas; { kiekvienai virsunei jsimenama jos
pirminé virsuné }

Taip pavaizdave medj, galime suzinoti visas medZiui priklausancias
briaunas (jos yra pavidalo (k, pirmineé(k])) ir efektyviai rasti
kelius nuo virsunés v iki Sakninés virstinés, pereinant visus vir§tinés
v protévius. Taciau ,leistis* medziu, t. y. ieSkoti kiekvienos virstinés
antriniy virStniy efektyviai negalime, nes tekty perziuréti visg
masyvy.

Siekdami efektyviai rasti tiek pirmine, tiek ir antrines virSunes,
Sakninj medj galime wvaizduoti jraSy masyvu, kuriame saugoma
kiekvienos vir§tinés pirminé vir§iiné ir antriniy virstiniy sarasas:
type virstné = record
pirminé : integer;
antr sk : integer; { antriniy virSuniy skaicius }
antr sar : array [1..MAX] of integer

end;
medis = array [1l..MAX] of virSine;

Toks vaizdavimas neefektyvus atminties pozitriu: nors visy virSuniy
saraSy antr sar ilgiy suma bus lygi (n—1), Siems masyvams
skiriama O(n”) atminties, nes i§ anksto neZinoma, kiek kuri virSané
turés antriniy. Sig problemsg galima spresti naudojant dinamine
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atmintj, kuomet atmintis iSskiriama tik tada, kai jos prireikia, ir
kiekvienam sgrasui iSskirti tik tiek atminties, kiek baitina. Taciau
dinaminés duomeny struktiiros yra gana sudétingos, jy realizavimas
ir derinimas atima nemazai laiko, todél olimpiadose geriau ju
vengti.

Kokj wvaizdavimg pasirinkti? Tai visuomet priklauso nuo
sprendziamo uzdavinio. Daznai pakanka medj saugoti pirminumo
masyvu. Kai norima efektyviai ieskoti antriniy virStuniy, medj tenka
vaizduoti antruoju biidu, jei tik virStuniy skaiCius néra per didelis.
Be to, kai kuriuose uzdaviniuose nagrinéjami specifiniai medziai,
pavyzdziui, kuriy kiekviena virSiné turi ne daugiau kaip dvi
antrines vir§tnes (dvejetainiai medziai). Jiems nesunku pritaikyti
jraso tipo strukttirg.

11.3 Minimalus jungiamasis medis

Panagrinésime optimizavimo uzdavinj, su kuriuo daznai susiduriama
praktikoje. Tarkime, kad tiesiamos elektros linijos tiekti elektrai | N
miesteliy. Siuo tikslu visus N miesteliy reikia sujungti j vieng
elektros tinkla. Yra apskaiCiuota linijos nutiesimo tarp bet kuriy
dviejy miesteliy kaina, ir norima sudaryti tokj elektros linijy plang,
kad visy linijy tiesimo kainy suma buty kuo mazesné. Be abejo,
nutiesus linijas, kiekvienas miestelis turi turéti elektrs.

Panagrinékime pavyzdj. Tarkime, kad miesteliy yra penki, o
elektros linijy tiesimo tarp miesteliy pory kainos yra tokios:

A|B |C|D|E

Al- |50]10]25] 10
B|50]- |20]35]40
Cl10]20]- |15|24
D|]25|35]|15]- |5
E|]10]40 |24 |5 |-
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Paveiksluose pateikiami keli elektros linijy tiesimo planai.

(1) Visi penki miesteliai sujungti j (2) Tie patys miesteliai sujungti j tin-
tinklg; tokio sujungimo kaina — 100 klg kitu budu; sio sujungimo kaina —

109

70 pav. Du galimi miesteliy sujungimo j tinklg budai
Matyti, kad yra ne vienas budas sujungti miestelius | tinklg, ir vieni
$iy budy gali buti ekonomiskesni uz kitus.
Turbut jau supratote, jog §j uzdavinj nesunku formaliai apibrézti
grafy teorijos terminais. Taciau prie§ tai jvesime dar kelias savokas.

Grafo G pografiu vadinamas grafas G', kurj papildzius virSinémis
ir (arba) briaunomis, gaunamas grafas G. Pografis G' negali turéti
briaunos arba vir§unés, kurios neturi grafas G.

A B A 13
1) D
C =1 @
®
¥ ¥
(1) 2

71 pav. Grafas ir vienas jo pografiy
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Grafo G pografis, kuriam priklauso visos G virStnés ir kuris yra
medis, vadinamas grafo G jungiamuoju medziu. Nesunku
suvokti, kad vienas grafas gali turéti daugiau nei vieng jungiamajj
medj. Taciau jei grafas nejungus, jis neturi jungiamojo medzio.

Dabar zinome viska, ko reikia nagrinéjamam uzdaviniui
formalizuoti. Jei kiekvieng miestelj atitinka grafo G virSuné, o
elektros linijos tiesimo i§ miestelio A | miestel] B kaing zymi
briaunos (A, B) svoris, tai ieskomasis linijy tiesimo planas yra grafo
G jungiamasis medis, kurio briauny svoriy suma maziausia. Toks
medis vadinamas minimaliu jungiamuoju medziu (MJM), o
pats uzdavinys — minimalaus jungiamojo medzio uzdaviniu.

o (®)

A0
10 Z0

© (>)
oy

72 pav. Grafo, sudaryto is skyrelio pradzioje nagrinéto pavyzdzio, minimalus
jungiamasis medis; sujungimo kaina — 45

Kitame skyrelyje panagrinésime efektyvius algoritmus minimalaus
jungiamojo medzio paieskai.

11.4 Primo ir kiti algoritmai MJM rasti

Knygose ir mokslinéje literatiiroje ilga laika buvo rasoma, kad
pirmieji MJM ieskancius algoritmus sukiiré Dzozefas Bernardas
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Kruskalas (Joseph Bernard Kruskal) ir Robertas Kléjus Primas (Robert
Clay Prim) apie 1956—1957 metus. Sie algoritmai véliau buvo
pavadinti jy vardais. Deja, liko nepastebéta, kad labai grazy ir
elegantiska algoritmag MJM paieskai net dvidesimcia mety anksciau
jau sitlé ceky mokslininkas Otakaras Boruvka (Otakar Boriivka).
Galbtt Sio mokslininko darbas buvo nepastebétas todél, kad
straipsnj jis iSspausdino Ceky kalba. Dar daugiau — pasirodo, Primo
algoritmas taip pat buvo atrastas anksciau
kito ¢eky matematiko Vojtecho Jarniko
(Vojtéech Jarnik), o algoritmui jau buvo
prigijes Primo algoritmo vardas.

Siame skyrelyje apraSysime visus tris
algoritmus MJM paieskai, taciau pateiksi-
me tik Primo algoritmo realizacijg. Tam

yra rimta priezastis — Primo algoritmo
MJM paieskai realizacija skiriasi nuo

73 pav. DZozefas
keliomis eilutémi Bernardas Kruskalas
eliomis ellutemis. (Joseph Bernard Kruskal)

Dijkstros trumpiausio kelio algoritmo vos

Visi trys algoritmai remiasi godzigja

strategija, t.y. kiekviename zingsnyje pasirenkamas palankiausias
tuo momentu sprendimas. Ko gero, aiskiausias yra Kruskalo
algoritmas, kuriuo konstruojamas MJM prijungiant grafo briaunas.
Is pradziy medis yra tuscias, o kiekvienu tolesniu zingsniu
prijungiama pigiausia (maziausio svorio) briauna, kurios prijungimas
nesudaryty ciklo. Medis baigiamas konstruoti, kai daugiau negalima
prijungti né vienos briaunos. Kadangi medis turi lygiai (n—1)
briaung, tai MJM sudaryti prireikia lygiai (n — 1) Zingsniy (n — grafo
virstuniy skaicius).

149



Medziai, minimalaus jungiamojo medzio radimas

® ®

A0
ol ol
(1) Pirmasis Zingsnis: randama (2) Pasirenkama kita pigiausia briau-
pigiausia briauna (jos kaina — 5) ir ~ na (yra dvi tokios briaunos AC ir AE,
jtraukiama j MJM imama bet kuri) ir jtraukiama j MJM
01 \0

& "
(3) Kita pigiausia briaung yra AE;  (4) Tolesné pigiausia briauna yra CD
ji jtraukiama j MM (jos kaina 15), taciau jos jtraukti j

MJM negalima, nes susidaryty ciklas,
tad si briauna praleidZiama

(5) Prijungiama ketvirtoji pigiausia briauna (BC, jos kaina 20)
ir gaunamas MJM; jo kaina — 45

74 pav. Kruskalo algoritmo veikimo iliustracija
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Nors Kruskalo algoritma suprasti labai lengva, jj realizuoti
sudétingiau, nes nuolat tenka tikrinti, ar prijungiant briaung
nesusidarys ciklas.

Primo algoritmu taip pat MJM kons-
truojamas prijungiant grafo briaunas, ta-
¢iau pradedama nuo medzio, kurj suda-
ro viena laisvai pasirinkta virSuné. Pri-
jungiamoji briauna taip pat turi biti pi-
giausia, taCiau tenkinti kitokia salyga
negu Kruskalo algoritme: lygiai viena
briaunos vir§tiné turi priklausyti kons-
truojamam medziui. Si sglyga garantuo-

ja, kad prijungiant briaung nesusidarys

ciklas.
75 pav. Robertas Kléjus

Primas (Robert Clay Prim
Toliau iliustruojama, kaip veikia Primo ( Y )

algoritmas. Prijungtos vir§tinés spalvinamos pilkai, ir iliustracijose
pateikiamos tik tos briaunos, kurios yra arba jau prijungtos prie
MJM, arba kuriy lygiai viena virSuné priklauso MJM.

A
z
AD \\‘ 5 .
@ N,
@ \ [O)
\@
(1) Pasirenkame prading virsting (2) Prie sudarinéjamo MJM, kuris

(pavyzdziui, A); matome, kad pigiau- kol kas turi dvi virsunes A, C ir
siai prie jos galime prijungti virSiines briaung tarp jy, pigiausiai galime
C arba E; pasirenkame bet kurig — C prijungti virsiung E (briaunos AE

svoris 10)
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(3) Toliau pigiausiai galima prijungti  (4) Liko viena neprijungta vir§iné; jg
virsung D pigiausiai galima prijungti briauna
(briaunos svoris 5) CB, jos svoris — 20; gauname 72
pav. pavaizduotg MJM

76 pav. Primo algoritmo veikimo iliustracija

Kaip jau minéjome, Primo algoritmo realizacija labai primena
Dijkstros algoritma. Pradedant nuo tus¢io medzio, kiekvienu
Zingsniu iSsirenkama ir prijungiama nauja virstiné. Todél, kaip ir
Dijkstros algoritme, visos virSunés paskirstomos j dvi aibes:
prijungty prie konstruojamo medzio ir dar neprijungty. Kiekvienu
Zingsniu norésime prie medzio prijungti ta virStne, kurig galima
prijungti pigiausia briauna. Todél Primo algoritmas islaiko maziausia
zinoma kiekvienos vir§tinés prijungimo kaing. Pradzioje Sios kainos
nustatomos begalinés visoms virSunéms, iSskyrus pasirinktgjg.
Kiekvienu zingsniu prijungus virSine su maziausia prijungimo
kaina, galbtt bus rastas geresnis btidas, kaip prie medzio prijungti
jos kaimynes. Todél perzitirimos ir, jei reikia, atnaujinamos
prijungtosios virSinés kaimyniy prijungimo kainos. Atliekamy
zingsniy skai¢ius lygus grafo virSuniy skai¢iui.

Toliau pateiktame algoritme grafas vaizduojamas kaimynystés
matrica, o minimalus jungiamasis medis — pirminumo masyvu.
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const BEGALINIS = MAXINT;
MAXN = ...; { maksimalus virsiuniy skaicius }
type grafas = record
n : longint; { virSuniy skailius }
svoris : array [1l..MAXN,
1..MAXN] of integer;

end;
masyvas = array [l..MAXN] of integer;
logmas = array [l..MAXN] of boolean;

procedure Primo (var G : grafas;
var pirminé : masyvas);
{ ieskomasis medis grgzinamas masyve ,,pirminé® }

var prijungta : logmas;
kaina : masyvas;
v, u, min : integer;

begin
{ jrasomos pradinés masyvy reiksmés }
for u := 1 to G.n do begin
kaina[u] := BEGALINIS;
pirminélu] := -1;
prijungtalu] := false;
end;
v o= 1;
kaina([v] := 0; { pradésime nuo pirmos virsunés }
while v <> 0 do begin
{ jei v <> 0, tai rasta virsuné, kurig galima prijungti }
prijungtalv] := true;
for u := 1 to G.n do { nagrinéjamos kaimynés }
if (not prijungtalu]) and
(G.svoris[v, u] < BEGALINIS) and
(kaina[u] > G.svoris[v, u])
then begin { virSing u verciau jungti prie v }
kaina[u] := G.svoris[v, u];
pirminéf[u] := v;
end;
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{ randama tolesné kandidaté -
dar neprijungta virsiné su maziausia prijungimo kaina }
v := 07
min := BEGALINIS;
for u := 1 to G.n do
if (not prijungtafu]) and (kainalu] < min)
then begin
v o= ou;
min := kainalu];
end;
{ jei jokia virsuné nerasta, tai v = 0 ir ciklas nutraukiamas }
end;
end;

Ivykdzius algoritmg, minimaliam jungiamajam medziui priklauso
briaunos (v, pirminé[v]), kur v — bet kuri grafo vir§uné, isskyrus
pradine. Primo algoritmo sudétingumas — O(n”).

Aprasysime ir nepelnytai pamirsta, taciau ne maziau elegantiska nei
Primo ar Kruskalo algoritmai, Boruvkos algoritma.

Algoritmas operuoja medziy saraSu. Pradzioje §j sarasa sudaro N
medziy, kuriy kiekvieng sudaro viena (kiekvienam kita) grafo
vir§tiné. Tuomet paeiliui nagrinéjami visi medziai. Kiekvienam jy
randama pigiausia ] medj ateinanti, ta¢iau medziui nepriklausanti
briauna, ir jtraukiama j jj. Jei keliems medziams buvo parinkta ta
pati pigiausia briauna, tai tie medziai sujungiami. Veiksmai
kartojami tol, kol lieka tik vienas medis. Tai ir bus minimalus
jungiamasis medis.
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11.5 Uzdavinys Tinklas™

Firma ALFA gavo uzsakymg: sujungti k kompiuteriy ir m
komutatoriy® | vieng laidinj tinklg. Reikalavimai tinklo
architektiirai tokie:

e  Kickvienas kompiuteris tiesiogiai vienu laidu sujun-
giamas su bet kuriuo vienu (ir tik vienu) komu-
tatoriumi;

e  Prie kiekvieno komutatoriaus tiesiogiai laidais gali-
ma prijungti bet kokj skaiciy kity jrenginiy (kom-
piuteriy arba komutatoriy); du jrenginiai tiesiogiai
sujungiami vienu laidu;

e Visi m komutatoriy ir k kompiuteriy turi sudaryti
jungy tinklg, t. y. bet kuris jrenginys turi buti tie-
siogiai arba netiesiogiai (per kitus jrenginius) su-
jungtas su visais kitais;

Uzduotis. Duotos kompiuteriy ir komutatoriy sujungimo
kainos. Reikia rasti tokig tinklo jungimy schemg, kurios
kaina bity maziausia.

39 PanaSus uzdavinys buvo pateiktas Lietuvos informatikos olimpiadoje III etape
2005 metais.

40 Komutatorius — jtaisas, skirtas sujungti i bendra tinkla du ar daugiau kity
irenginiy ar tinkly.
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77pav. Galima dviejy kompiuteriy ir trijy komutatoriy
jungimo j tinklg schema

Kiekvienas kompiuteris turi baiti prijungtas tik prie vieno jrenginio,
butent, komutatoriaus. Kadangi kompiuterj galime prijungti prie bet
kurio i$ jy, tai iSsirinksime ta komutatoriy, prie kurio prijungti
kompiuterj yra pigiausia.

Taciau visi jrenginiai turi sudaryti jungy tinklg, todél komutatoriai
turés biiti sujungti tarpusavyje. Zinomos kiekvieno galimo jungimo
kainos, todél Siam jungimui rasti galime pritaikyti bet kurj
minimalaus jungiamojo medZio paieskos algoritma.

Pateiktame programos tekste visi jrenginiai sunumeruoti nuosekliai:
komutatoriai nuo 1 iki m, o kompiuteriai — nuo (m + 1) iki k + m.
Procediirai perduodamas wuzpildytas jrenginiy jungimo kainy
masyvas, taip pat jrenginiy skaiCius (k ir m). Grafas vaizduojamas
briauny svoriy matrica (zr. 10.1 skyrelj).
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const BEGALINIS = MAXINT;

MAXM = ...; { maksimalus komutatoriy skaicius }
MAXK = ...; { maksimalus kompiuteriy skaicius }
type masyvas = array [l..MAXM] of integer;
jungimas = record
irenginysA, irenginysB : integer;
end;

jungimy mas =
array [1l..MAXM + MAXK] of jungimas;
kainy mas = array [1..MAXM + MAXK,
1..MAXM + MAXK] of integer;

procedure rask jungimus(var kaina : kainuy mas;
m, k : integer;
var jung_ sk,
jung kaina : integer;
var jungzmai : jungimy mas) ;
{ k — kompiuteriy, m — komutatoriy skaicius, ,,kaina® — jrenginiy jungimo
kainy masyvas; atsakymas pateikiamas masyve ,,jungimai” }

procedure junk(a, b : integer);

{ jrenginys a sujungiamas su jrenginiu b }

begin
jung sk := jung sk + 1;
jungimai[jung sk].irenginysA := a;
jungimai[jung_sk].irenginysB := b;
jung kaina := jung kaina + kainala, Db]l;

end; - -

var i, j, t : integer;

g : grafas;
pirmine : masyvas;

begin
jung sk := 0; jung kaina := 0;
{ prijungiame kiekvieng kompiuterj prie ,,artimiausio”
komutatoriaus (kompiuteriai sunumeruoti nuo (m + 1)
iki (m + k), komutatoriai - nuo 1 iki m) }

for i :=m+ 1 tom + k do begin
t = 1;
for 7 := 1 to m do
if kainali, t] > kainal[i, j] then t := j;

Jjunk (i, t);
end;
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end;

158

{ komutatoriy jungimui sudarome grafq ir randame
minimaly jungiamgjj medj }

g.n := m;
for i := 1 to m do
for j := 1 to m do
if i <> j then
g.svoris([i, j] := kainali, j]
else { jeii = j, tai briaunos (kilpos) néra }
g.svoris[i, j] := BEGALINIS;

{ pagal Primo algoritmg randamas MJM }

Primo (g, pirminé);

{ medZio briaunos yra (i, pirminé[i]), visoms i, iSskyrus 1 }
for i := 2 to g.n do
junk (i, pirminefi]);



12 DINAMINIS PROGRAMAVIMAS

Computer science is no more about computers

than astronomy is about telescopes.

Kompiuteriy mokslg vadinti mokslu apie kompiuterius biity tas pats,
kas vadinti astronomijg mokslu apie teleskopus.

Edsgeras V. Dijkstra (Edsger W. Dijkstra)

Apie dinaminj programavima biity galima pasakyti panasiai kaip ir
apie kompiuteriy moksla: dinaminis programavimas neturi jokio
tiesioginio rySio su programavimu. Matematikai §j Zodj vartoja
nusakyti taisykléms ir principams, kuriy
laikantis sprendziamas uzdavinys.

Dinaminis programavimas yra efektyvus
sprendiniy radimo btdas, kurj galima pri-
taikyti kai kuriems, ypa¢ optimizavimo,
uzdaviniams spresti.

Si metody pasiiles ir 1952 metais aprases

amerikieCiy mokslininkas Ricardas Bel-
manas savo autobiografijoje pasakoja, i3 78 pav. Ricardas Belmanas
kur kilo pavadinimas Dinaminis progra- (Richard Bellman),

mavimas: 1920—1984

1950-ieji metai buvo ne itin palankiis matematiniams tyrinéjimams.
Tuo metu Vasingtone dirbo labai jdomus ponas, pavarde Vilsonas. [is
buvo gynybos sekretorius ir patologiskai bijojo to, kas vadinama moksli-
niais tyrinéjimais. <...> Jo veidas parausdavo ir jis jtuzdavo, jei kas
nors jam girdint pavartodavo $ig squokq. Galite tik jsivaizduoti, kaip jj
veiké Zodis ,matematika®. Tuomet as dirbau RAND korporacijoje,
kurig samdé Oro pajégos, o pastarosios buvo pavaldZios ir Vilsonui.
Taigi kazkokiu bidu reikéjo nuslépti, kad uZsiimu matematiniais tyriné-
jimais. Kokj pavadinimg galéjau pasirinkti? Mane domino planavimas
ir sprendimy priémimas, taciau ,planavimas® nebuvo tinkamas Zodis,
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tad pasirinkau ,,programavimg®. Zodis ,dinaminis* atspindéjo daugia-
pakopiskumg, buvo budvardis ir turéjo labai tikslig reiksme fizikine
prasme. <...> Kita vertus, Sis Zodis jokiame kontekste nejgaudavo men-
kinancios reikSmeés. Tad pasirinkau pavadinimg, kuriam net Kongreso
narys negaléjo priestarauti ir tai buvo priedanga mano tolesniems
darbams.

Uzdaviniy, sprendziamy dinaminiu programavimu, daznai pasitaiko
olimpiadose. Siame skyriuje ap#velgsime dinaminio programavimo
principus. I§ pirmo zvilgsnio gali pasirodyti nelengva suprasti
dinaminj programavima, kadangi tai néra algoritmas, o veikiau
uzdavinio sprendimo schema. Todél daug démesio skirsime
iliustravimui, kaip taikyti $j metoda sprendZiant konkrecius
uzdavinius.

12.1 Optimizavimo uzdaviniai

Optimizavimo wuzdaviniu vadiname uzdavinj, kai yra daug
galimy sprendiniy, kuriy kiekvieng galima kaip nors jvertinti, o
ieskoma sprendinio, turindio tam tikra (optimalig) verte. Stai
klasikinio optimizavimo uzdavinio, vadinamo Kuprinés uzZdaviniu,
pavyzdys:

Vagis, naktj jsilauzes j muziejy, rado n vertingy eksponaty. Zinoma
kiekvieno eksponato verté v, bei svoris s, (sveikasis skaicius). Vagis gali
panesti kupring, sveriancig ne daugiau kaip S kilogramy. Kuriuos
eksponatus jis turéty susikrauti | kupring, kad bendra jy verté bity kuo
didesné, o kupriné — panesama?

Tai optimizavimo uzdavinys, nes yra daug buidy sudaryti eksponaty

rinkinj, kurj galéty panesti vagis, ir kiekvienas jy turi tam tikrg
verte, o ieSkoma rinkinio, kurio verté maksimali.
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Svarbu skirti savokas sprendinys ir sprendinio verté. Misy
pavyzdyje sprendinio verté yra pasirinkty eksponaty verciy suma, o
sprendinys yra pats eksponaty rinkinys. Optimizavimo uzdaviniuose
dazniausiai nesunku rasti bet kurj sprendinj (pavyzdziui, bet kurj
eksponaty rinkinj, kurj galéty panesti vagis). Kur kas sunkiau rasti
optimaly sprendinj (tokj paneSamg eksponaty rinkinj, kurio verté
maksimali).

Optimizavimo uzdaviniy sprendimui galima taikyti goduyjj
algoritma, kiekviename algoritmo Zingsnyje pasirenkant geriausia
variantg toje situacijoje (pavyzdziui, rinktis eksponatus, kuriy vertés ir
svorio santykis kuo didesnis). Godieji algoritmai dazniausiai yra
efektyvis. Taciau kiekviename zingsnyje renkantis lokalyjj optimu-
ma, nebiitinai gaunamas globalusis optimumas. Reikia jsitikinti, kad
godusis algoritmas tikrai ras geriausia sprendinj.

11.3 skyriuje nagrinéta Minimalaus jungiamojo medzio paieska taip
pat yra optimizavimo uzdavinys, o ji sprendZiantys Primo bei
Kruskalo algoritmai — godieji algoritmai.

Galima pamanyti, kad ir Kuprinés uzZdaviniui spresti tikty godusis
algoritmas: iSrikiuoti eksponatus jy vertés ir svorio santykio
(t. y. svorio vieneto vertés) mazéjimo tvarka, ir paeiliui, kol
nevirSijamas svoris s, rinkti kuo vertingesnius eksponatus i§ Sio
saraso. Deja, toks sprendimas ne visuomet randa optimaly sprendinj.
Pateiksime kontrpavyzdj. Tegu s = 50, o eksponaty svoriai bei
vertés pateikti lenteléje:

Nr. Swvoris Verte S vzle neto
verte
1 10 60 6
2 20 100 5
3 30 120 4
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Taikant godyji algoritma, buty pasirenkami pirmasis ir antrasis
eksponatai, kuriy bendra verté yra 160. Trecio eksponato
nebepavykty paimti, nes visi trys jie netilpty i kuprine. Tuo tarpu
pasirinkus antrajj ir treciajj eksponatus, gaunama verté 220.

Optimizavimo uzdavinius galima spresti perrinkimu: perrinkti
visus jmanomus sprendinius ir i§ jy iSrinkti optimaly. Nors Siuo
biidu galima rasti optimaly sprendinj, deja, perrinkimas praktiskai
netaikomas, nes yra labai neefektyvus, t.y. nepolinominio
sudétingumo.

Dinaminis programavimas turi abiejy metody gerasias savybes:
viena vertus, kiekviename zZingsnyje pasirenkamas geriausias
variantas (gaunamas efektyvus algoritmas), kita vertus — perzitrimi
visi galimi pasirinkimai, galintys vesti prie optimalaus sprendinio
(randamas optimalus sprendinys).

Dinaminiu programavimu galima spresti tuos optimizavimo
uzdavinius, kurivose optimaly sprendinj pavyksta rekursyviai
iSreiksti per analogisky, bet mazesniy optimizavimo uzdaviniy
sprendinius.

12.2 Dinaminio programavimo principai
Uzdavinio sprendimas dinaminiu programavimu susideda i$ keturiy
Zingsniy:
1. Nustatoma optimalaus sprendinio struktfira.
2. Rekursyviai apibréziama sprendinio verté.

3. Apskaiciuojama optimalaus sprendinio verté (skaiCiuojant ja
jsimenamos smulkesniy uzdaviniy sprendiniy vertés, kurios
panaudojamos ieskomai optimalaus sprendinio vertei rasti).

4. Sukonstruojamas pats optimalus sprendinys.
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Jeigu reikia rasti ne patj optimaly sprendinj, o tik jo verte, tuomet
paskutinis zingsnis praleidziamas.

Panagrinésime labai paprasta uzdavinj, sprendziamg dinaminiu
programavimu ir kartu padésiantj suvokti, kodél dinaminiu
programavimu pagristi algoritmai yra efektyvias. Prisiminkime
Fibonadj, triusius ir jo skailius, apie kuriuos buvo rasyta 4.1
skyrelyje. Fibonacio skaiciai apibréziami tokiu btudu: F; =0, F, =1,

F,=F, , + F ,, reikia rasti n-3jj Fibonacio skai¢iy F.

Tai néra optimizavimo uzdavinys. Sprendinio verté jau apibrézta
rekursyviai, tereikia ja suskaiCiuoti. 4.1 skyrelyje buvo pateikta
rekursiné funkcija, skai¢iuojanti Fibonacio skaicius:
function F(n : longint) : longint;
begin
if n = 0 then
F :=0
else if n <= 2 then
F =1
else
F(n - 1) + F(n - 2);
end;
4.1 skyrelyje raséme, kad rekursyvus Fibonacio skaiciy skaiciavimas
yra eksponentinio sudétingumo (labai létas). Pazvelkime j Zemiau
pateikta kreipinio (j rekursine funkcija) F(6) skai¢iavimy med;.

/1:(5)

F(4) F(3)
o 70 TR SN

79 pav. Kreipinio F(6) | rekursing funkcijg skaic¢iavimy medis
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Nesunku pastebéti, kad skaiCiuojant Fy; darbo atliekama kur kas
daugiau negu reikia. Tos pacios mazesniy Fibonacio skaiciy
reikSmés perskaiciuojamos daug karty. Pavyzdziui, skai¢iuojant Fg,
net 5 kartus tenka skaiCiuoti F,. Nesunku jsivaizduoti, kaip atrodyty
F, paieskos medis: reikéty atlikti beveik dvigubai daugiau darbo.

Taigi, buty nataralu karta suskaiCiuotg reikSme jsiminti masyve, ir
jos daugiau neperskaiciuoti:

const MAX = ...;
var Fmas : array [0..MAX] of longint;

function F(n : longint) : longint;
begin
{ dar neapskaiciuotos reikSmés Zymimos -1 }
if Fmas[n] <> -1 then

F := Fmas[n]

else if n = 0 then
F :=0

else if n = 1 then
F o:=1

else begin
Fmas[n] := F(n - 1) + F(n - 2);
F := Fmas[n];

end;

end;

Toliau pateiktas Sios funkcijos rekursijos medis. Kvadratéliais
irémintos reikSmés i§ naujo nebeskaiiuojamos, o paimamos i
lentelés.
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Fe)
Fu)

\D

80 pav. Funkcijos F, jsimenancios tarpinius sprendinius, skaiciavimy medis,
kai j jg kreiptasi F(6)

Kiekviena reik§mé bus skai¢iuojama tik vieng karta, todél F,
suskaic¢iuojamas per O(n) laiko. Taciau dar paprasciau yra apsieiti be
rekursijos ir suskaiCiuoti F, generuojant Fibonacio skaiciy seka is

eilés, kiekvieng narj gaunant is dviejy paskutiniy:

var Fmas : array [0..MAX] of longint;

function F(n : longint) : longint;
var k : integer;
begin
Fmas[0] := 0;
Fmas[1l] := 1;
for k := 2 to n do
Fmas[k] := Fmas[k - 1] + Fmasl[k - 2];
F := Fmas[n];
end;

Sioje funkcijoje F, reik§mé skai¢iuojama i§ apacios j virsy, t.y.
pradedant nuo paciy maziausiy reikSmiy ir vis gaunant didesnes.
Pries tai aprasytos funkcijos reik§mes skaiCiavo i§ virSaus j apacia.

Tai, kg atlikome, buvo treciasis dinaminio programavimo metodo
zingsnis: rekursyvus apibrézimas padéjo sukonstruoti efektyvy
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algoritma. Efektyvumg (laiko atzvilgiu) pasiekéme atmete
pakartotinj ty paciy uzdaviniy sprendimg, jsimindami jy vertes (taigi
atminties efektyvumo sgskaita’').Tai biidinga visiems dinaminiu
programavimu pagristiems algoritmams.

Jau buvo minéta, kad dinaminio programavimo iSmokstama ne
skaitant teorija, o analizuojant sprendimus, tad tolesniuose
skyrelivose ir analizuosime uzdavinius, sprendziamus dinaminio
programavimo metodu.

Pradésime nuo uzdavinio, su kurio salyga jau esame susipazine.

12.3 Kuprinés uzdavinys

Vagis, naktj jsilauZes j muziejy, rado n vertingy eksponaty.
Zinoma kiekvieno eksponato verté v, bei svoris s, isreiksti
sveikaisiais skaiciais. Vagis gali panesti kupring, sveriancig
ne daugiau kaip S kilogramy.

UzZduotis. Reikia nustatyti, kuriuos eksponatus jis turéty
susikrauti j kupring, kad bendra jy verté buty kuo didesné, o
kupriné — panesama.

Tai klasikinis optimizavimo uzdavinys, sprendziamas optimizuojant
(pavyzdziui, minimizuojant arba maksimizuojant) pasirinkto svorio
S kuprinés verte.

41 TJei reikalinga tik optimalaus sprendinio verté, tai galima sudaryti efektyvesnj
atminties atzvilgiu algoritmg. Pavyzdziui, skai¢iuojant Fibonacio skaicius i§ apacios
i virSy, nereikia saugoti atmintyje viso masyvo — pakanka jsiminti du paskutinius
suskaiciuotus narius.
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Uzdavinj buty galima spresti perrinkimu — iSbandyti visus
jmanomus rinkinius — tafiau tai, be abejo, labai neefektyvu.
Pastebékime, kad nors galimy rinkiniy labai daug (2"), tac¢iau galimy
rinkiniy svoriy pakankamai nedaug — nuo 0 iki s; + s, + ... + 5. Pa-
sinaudosime Sia savybe ir sudarysime efektyvy, dinaminiu
programavimu pagrista algoritmg.

Dinaminio programavimo taikymas prasideda nuo optimalaus
sprendinio struktiiros nustatymo. Sunumeruokime eksponatus nuo 1
iki n ir pagalvokime, kokig didziausia verte galima pasiekti
nevirsijant svorio S. n-asis eksponatas gali priklausyti arba
nepriklausyti optimaliam sprendiniui:

e jei n-asis eksponatas nepriklauso optimaliam sprendiniui, tai
optimalus sprendinys lygus kito, mazesnio uzdavinio — opti-
malaus rinkinio i§ pirmyjy (n — 1) eksponaty, nevirsijancio
svorio S — sprendiniui;

e jei n-asis eksponatas priklauso optimaliam sprendiniui, tai
optimaly sprendinj sudaro n-asis eksponatas ir kito, mazes-
nio, uzdavinio — optimalaus rinkinio i§ pirmyjy (n — 1) eks-
ponaty, nevirSijancio svorio (S —s,) — sprendinys.

Tai ir yra optimalaus kuprinés uzdavinio sprendinio struktira.
Optimaly sprendinj gausime iSnagrinéje abu variantus ir iSsirinke
didesnés vertés sprendinj.

Pazymékime D(k, r) didzZiausig rinkinio, kurio svoris nevirsija r ir

kuris sudarytas i$ pirmyjy k eksponaty, verte. Tuomet, remdamiesi
ankstesniais samprotavimais, D(k, r) galime iSreiksti rekursyviai:
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0, jeik=0
D(k, r)=1D(k — 1, r), jei s, >r
max{D(k - 1,r), v, + D(k—1,r—s,)}, kitais atvejais

Si formulé jau leidZia apskaiGiuoti optimalaus sprendinio verte

D(n, S), tacCiau efektyviai galime skaiCiuoti tik jsimindami daliniy
sprendiniy vertes (kaip ir Fibonacio skaiCiy atveju).

Panagrinékime konkrety pavyzdj. Sakykime, vagis gali panesti 12
kilogramy. Eksponaty svoriai bei vertés pateikti lenteléje:

Eksponatas Verté Svoris
1 1 1
2 5 2
3 8 3
4 11 4
5 20 7

ParuoSiame funkcijos D reiksmiy lentele, uzpildydami i§ anksto
zinomas krastines reik$mes: maksimali verté visada lygi nuliui, kai
néra né vieno eksponato (D(0, S) = 0), arba kai vagis negali panesti
jokio svorio (D(n, 0) = 0).

Skai¢iuojant D(n, S) reikSme pagal rekurentinj sarysj, naudojamos
funkcijos reikSmés su mazZesniais parametrais (t.y. analogisky
uzdaviniy su mazesniais parametrais optimalis sprendiniai). Todél
jei lentele pildysime po eilute, pradédami nuo k = 0, o eilutéje — is
kairés j deSine, pradédami nuo r = 0, tai skai¢iuodami konkrecia
reikSme (D(k, r)) tikrai blsime jau ankséiau apskaiCiave kitas
reikalingas reikSmes (D(k — 1, r) ir D(k — 1, r —s,)).
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Pavyzdziui, apskaic¢iuokime langelio D(3, 5) reikSme, t. y. raskime,
kokia gali baiti didziausia kuprinéje esanciy eksponaty verté, jei
galime rinktis i$ trijy pirmyjy eksponaty, o kuprinés svoris negali
virsyti 5 kg.

Svoris (r)

o(1|2|3|4|5|6|7]|8]|9|[10]11]12
£(0[0[0]0J0]J0]J0O[0][O0O]O0O]O]O0]O0]O
Ssltjolt |ttt [ttt ]1]1]1
=l2[o]1[5][6]6|6|6|6[6[6]6]6]6
§30158913
1410
H|5|0

Galimi du variantai: arba jtraukti j rinkinj treciaji eksponaty, arba
ne. Pirmuoju  atveju  gausime verte vy + D(2,5—s5) =
8+ D(2,2)=8+5=13, o antruoju — D(2,5) =6 (skaiiavi-
mams reikalingos reikSmés lenteléje pazymétos pilku fonu).
Renkamés didesniaja i§ Siy verdiy — 13, treciaji eksponaty
jitraukdami j optimaly rinkinj.

Taigi reiksmiy lentelés uzpildymg realizuoti nesudétinga. Progra-
moje einamgyjg eilute (eksponaty kiekj) Zymésime raide k, einamaji
stulpelj (nagrinéjamg svorj) — r, o eksponaty svorius ir vertes sau-
gosime masyvuose svoris ir verté. Skai¢iuodami konkretaus langelio
[k, r] reikSme, i$ pradziy patikriname, ar k-ojo eksponato svoris
nevirSija nagrinéjamo svorio, t.y. ar svoris[k] <r. Jei virSija — tai
Dlk, r]=DJ[k—1, r], t.y. k-ojo eksponato | rinkinj jtraukti
negalime. PrieSingu atveju, D[k, r] priskiriame didesne is reikSmiy
D[k — 1, r] ir (verté[k] + D[k — 1, r — svoris[k]]).
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const MAXN

.« .; { maksimalus eksponaty skaicius }

MAXS = ...; { maksimalus panesamas svoris }

type lentele
masyvas

procedure skaic¢iuok(n, S : integer;
var svoris, verté

array [0..MAXN, 0..MAXS]
array [l..MAXN] of integer;

var D : lentelé);

var k, r : integer;
begin
{ uzpildomos krastinés lentelés reikSmés }
for r :=0 to s d
D[O, r] := 0;
for k := 0 to n do
D[k, 0] := 0;
{ uzpildoma visa likusi lentelés dalis }
for r :=1 to S do
for k := 1 to n do
if svoris[k] <= r then

{ jei k-asis eksponatas tilpty }
a2

D[k, r] := max “(
D[k - 1, r],
verteél[k] +

of integer;

masyvas;

D[k - 1, r - svoris[k]])

else

{ jei k-asis eksponatas netilpty,

jo jtraukti negalima }
D[k, r] := D[k - 1,
end;

r];

Stai kaip atrodo iki galo uZpildyta nagrinéto pavyzdzio lentelé

Pusjuodziu Sriftu  pazZymétos reiksmeés,
atitinkamg eksponatg j rinkinj.
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Svoris (r)

0[1|2|3|4|5]|]6|7 |89 |10]11]12
=£|0/0)/0/0j0]OJOJ]0O]0O]O]OJO]O
s|tjojtrjtrj1|{ 1t |t |1 |1 |1]1]1[1]1
g 2/0/1|/5/6| 6 | 6|6 |6 |6 |6 | 6|6
g 3(0(1|5(8]|9 (13 |14|14 |14 |14 |14 |14| 14
M&‘ 4101581113 |16|19]20|24|25|25 |25
| (5(0|1|5[8|11]13]|16|20|21|25|28|31|33

Taigi jvykdéme jau tris iS keturiy dinaminio programavimo metodo
zingsniy: nustate optimaliag sprendinio struktiira, iSreiskéme jo
reik§me rekursyviai ir sudaréme efektyvy algoritmg, kuris,
isimindamas tarpinius sprendinius, apskaicCiuoja $ig reikSme. Duoto
pavyzdzio atveju maksimali verté lygi 33. Taciau vagj, be abejo,
domina ne tik verté, bet ir pats eksponaty rinkinys, kuris sudaryty
tokig verte. Rinkinj nesudétinga sukonstruoti i§ jau suskaiCiuotos
lentelés. Pradékime nuo langelio [n, S]: jei D[n, S] = D[n —1, S],
tai n-ojo eksponato j rinkinj jtraukti nereikia (D[n, S| buvo gautas i$
D[n—1,S], taigi nejtraukiant n-ojo eksponato), o jei
D[n, S] > D[n—1, S] — jtraukti reikia. Toliau atitinkamai
nagrinéjame langelius [n —1, S] arba [n — 1, S —svoris[n]], ir taip
toliau, kol pasiekiame lentelés krasty.

type logmas = array [1l..MAXN] of boolean;

procedure sudaryk rinkini(n, S : integer;
var svoris : masyvas;
var D : lentelé;
var imti : logmas);
“ e v
{ pagal masyvy ,,D* ir ,,svoris” reikSmes nustatoma,
kuriuos eksponatus verta imti }

var k, r : integer;
begin
for k := 1 to n do
imti[k] := false;
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k := n;
r := S;
while (k > 0) and (r > 0) do begin
if D[k, r] > D[k - 1, r] then begin
{ vadinasi, verté DIk, r] gauta jtraukus k-gjj eksponatg }

imti[k] := true;
r := r - svorislk];
end;
k :=k - 1;
end;

end;

Sig procedirg reikia kviesti jvykdZius procediiry skai&iuok.
Nesudétinga jvertinti algoritmo sudétinguma: pildant n x S dydzio
lentele, kiekvienam langeliui sugaiStama O(1) laiko, taigi algoritmo
sudétingumas ir atminties ir laiko atzvilgiu yra O(n-S). Beje, jei pats
rinkinys nedomina, tai sudétingumg atminties atzvilgiu galima
sumazinti iki O(S), kadangi skaiiuojant konkrecia reik§me pakanka
prisiminti tik einamaja ir pries tai buvusia lentelés eilutes. Taciau
neapsigaukite: i§ tiesy algoritmo sudétingumas yra polinominis tik
jei i$ anksto Zinoma, jog dydis S pakankamai nedidelis. Bendru
atveju (jei S neapribotas), Kuprinés uzdavinys yra NP sunkus
uzdavinys.

12.4 Uzdavinys Ilgiausias didéjantis posekis
Duota n skaiciy seka a,, a,, ..., a,.

UZduotis. Reikia rasti ilgiausig didéjantj Sios sekos posekj.

Pavyzdziui, jei duota seka (9, 5,2,8,7,3,1,6,7,4,6,3),
tai ilgiausias didéjantis posekis turi keturis narius. Galimi
sprendiniai (2, 3, 6, 7) arba (2, 3, 4, 6).
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Pradésime nuo optimalaus sprendinio struktoros nustatymo. Tai
pavyks padaryti pradéjus analizuoti seka nuo pabaigos — tokia
strategija daznai pasiteisina (prisiminkime, jog Kuprinés uzdavinyje
ieSkodami optimalaus sprendinio struktiiros, eksponatus taip pat
pradéjome analizuoti nuo paskutinio).

Tarkime, kad paskutinis sekos narys (skaicius a,) uzbaigia ilgiausia
didéjantj poseki. Koks gi sekos narys posekyje eina pries a,? Tegu
tai a, (k < n). Be abejo, tam, kad posekis buty didéjantis, a, turi bati
mazesnis uz a,. Be to, g, turi biti toks sekos narys, kad savo ruoztu
sekoje a;, a,, ..., a, uzbaigty kuo ilgesnj didéjantj posekj.

Pasitelke tokius samprotavimus, uzdavinio sprendinj iSreiskéme
mazesniy uzdaviniy sprendiniais: jei visiems k=1,2,..,n—1,

kuriems g, < a,, zinotume, koks ilgiausio sekos a;, a,, ..., a, posekio,

uzsibaigiancio nariu a,, ilgis, tai iS Siy posekiy isrinke ilgiausia ir
prijunge a,, tikrai gautume ilgiausig didéjantj posekj, uzsibaigiantj
nariu a, (kadangi batume isbande visus variantus).

Jei kiekvienam sekos nariui suskaic¢iuotume, kokj ilgiausia didéjantj
posekj sis uzbaigia, tai iS jy iSrinke ilgiausia ir gautume ilgiausia
didéjantj visos sekos poseki.

Pazyméje ilgiausio posekio, uZsibaigianéio nariu a,, ilgj L(n),
ankstesnius samprotavimus galime uzZrasyti tokia lygybe:

L(ﬂ) =1+ max L(k)
1<k<n
a, <a,

Rekursinis optimalios sprendinio vertés apibréZimas yra antrasis

dinaminio programavimo metodo zingsnis. Pagal §ia formule
sudarysime efektyvy algoritma.
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Toliau pateikiama procediira rasti optimaliam sprendiniui is apacios j
virsy. 1S pradziy randama, kokj ilgiausia posekj uzbaigia sekos narys
a,, tuomet a,, ir taip toliau iki a,. IS Siy iSrenkamas ilgiausias visos
sekos posekis. Atskirame masyve p saugoma informacija, kuri véliau
padés sukonstruoti optimaly sprendinj: p[k] rodo ilgiausio sekos
a, a,, ..., a, posekio, uzsibaigianc¢io nariu a,, prieSpaskutinio nario
numer;j.

const MAX = ...; { maksimalus sekos ilgis }
type masyvas = array [l..MAX] of integer;
procedure ilg posekis(a : masyvas; n : integer;
var posekis : masyvas;
var ilgis : integer);
var L, p : masyvas;
k, kmax, m, nr : integer;
begin
{ optimalaus sprendinio verté skaiciuojama is apacios j virsy }
kmax := 1; { ilgiausio posekio paskutiniojo elemento indeksas }
for m := 1 to n do begin
L{m] := 0;
for k := 1 tom - 1 do
if (al[k] < a[m]) and (L[k] > L[m])
then begin
Lm] := L[k];
{pazZymimas prieSpaskutinis Sio posekio elementas}
plm] := k;
end;
{ priskaiciuojamas ir m-asis elementas }
L[{m] := L[m] + 1;

if L[kmax] < L[m] then
{ tai ilgiausias kol kas rastas posekis }
kmax := m;
end;

{ sukonstruojamas optimalus sprendinys }

ilgis := L[kmax];

for k := ilgis downto 1 do begin
posekis[k] := alkmax];
kmax := plkmax];

end;

end;
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Sio sprendimo sudétingumas laiko atzvilgiu yra O(n), o atminties
atzvilgiu — O(n).

Parodysime, kaip randamas ilgiausias salygoje pateiktos sekos
9,5,2,8,7,3,1, 6, 7,4, 6, 3) posekis.

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12
e | 952873167463
Le)| 1|1 1222134342
n |- |- =]2123-]6]8]6]10]3

Kaip minéta pavyzdyje, yra du ilgiausi didéjantys posekiai, kuriy
ilgis 4 — eilutéje L(k) skaiCius 4 jrasytas dviejuose langeliuose.
Pasinaudojus masyvo p reikSmémis nesunku sukonstruoti patj pose-
ki. Pavyzdziui, konstruosime poseki, uzsibaigantj a,. Paskutinis po-
sekio narys yra a, = 7, prieSpaskutinio posekio nario numeris lygus
po = 8, tad Sis narys lygus ag = 6. Pries jj eina Sestas (p; = 6) sekos
narys a; = 3, o pries §j treCias —a; = 2. Taigi ilgiausias didéjantis
nagrinétos sekos posekis yra (2, 3, 6, 7).

12.5 Uzdavinys Teisingos dalybos®™

Duwi draugés — Rusné ir Emilija — nori pasidalyti n dovany
rinkinj. Kiekviena dovana turi buti atiduota arba Rusnei,
arba Emilijai, ir né viena dovana negali buti padalyta j dvi
dalis. Kiekviena dovana turi wverte, isSreikstg sveikuoju
skaiciumi nuo 0 iki m. Pazymékime R ir E dovany, kurias
atitinkamai gaus Rusné ir Emilija, verciy sumas.

43 PanaSus uzdavinys buvo pateiktas Vidurio Europos informatikos olimpiadoje,
kuri vyko Vengrijoje 1995 m.
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UZduotis. Reikia rasti, kaip padalyti dovanas Rusnei ir
Emilijai, kad |R — E| buty minimalus.

Dovany vertes pazymékime v, v,, ..., v,. Bendra Siy dovany verté
lygi V = v, + v, + ... + v,. Atkreipkite démesj, kad R + E = V.
Taigi, zZinodami vieng i$ Siy skaiciy, galime i§ karto apskaiciuoti ir
antrg. Taip pat zZinant, kurios dovanos bus atiduotos Rusnei, viena-
reik§miskai galima pasakyti, kurios atiteks Emilijai. Taigi galima
spresti ,,puse” uzdavinio: ieskoti, kaip parinkti dovanas Rusnei, kad
jy verciy suma biity kuo artimesné V7/2.

Sj kartg dinaminj programavimg taikysime netiesiogiai: i§ pradziy
dinaminiu programavimu iSspresime kita uzdavinj, vadinama sumos
déstymu, o pasinaudoje jo sprendimu, nesunkiai padalysime dovanas
mergaitéms teisingiausiu jmanomu budu.

Tarkime, duota n sveikyjy skaiciy vy, vy, ..., v, i§ intervalo [0, m].
PraSoma nustatyti, ar (ir kaip) i§ jy galima sudaryti tokj skaiciy
rinkinj, kad jy suma buty lygi A. Jei taip, tai sakysime, kad is skaiciy
vy, Uy, ..., U, galime sudéti skaiciy A. Sis uzdavinys vadinamas sumos

déstymu.

Nesunku pastebéti, kad iSsprende sumos déstymo uzdavinj,
mokésime iSspresti ir Teisingy dalyby uzdavinj: iS dovany verciy
paeiliui bandysime sudéti skaic¢ius, kuo artimesnius V7/2, ir
sustosime, kai tik pavyks.

Galimy rinkiniy yra labai daug — 2", jy visy iSbandyti negalima. Kita
vertus, sumy, kurias gali sudaryti kuris nors duotyjy skaiciy
rinkinys, yra palyginti nedaug — tai skaic¢iai nuo O iki V, kur
V =v,+0v,+ ... + v, taigi jy ne daugiau negu n'm + 1.
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Pasinaudoje S$ia savybe, sudarysime dinaminiu programavimu
pagrista algoritmg.

Tarkime, kad is duotyjy n skaiciy galima sudéti skaiciy A. Skaicius
v, gali priklausyti Siam rinkiniui arba nepriklausyti (kity varianty
néra):

e jei skaiCius v, rinkiniui nepriklauso, tai skaiCiy A turi bati
imanoma sudéti i§ pirmyjy (n — 1) skaiciy;

e jei v, rinkiniui priklauso, tai i§ pirmyjy (n — 1) skaiciy turi
buti jmanoma sudéti likusia skaiciaus dalj (A —v,).

Taigi abiem atvejais uzdavinj galima isreiksti per analogisky, taciau
su mazesniais parametrais, uzdaviniy sprendimus. Jei teiginj ,,skaiciy
S galima sudéti i§ pirmyjy k skaiCiy® pazymésime G(k, S), tai bity
teisingos tokios lygybés*:

true jei S =0
false jei k=0
G(k, S) =
( ) Gk —-1,8), jei S < v,

Gk—=1,S)v G(k—=1,S —v,), kitais atvejais

Remiantis Siomis lygybémis nesunku sudaryti efektyvy Sumos
déstymo uzdavinio algoritmg — apskaiciuoti funkcijos G reik$mes is
apacios j virsy, pildant n x A dydzio reikSmiy lentele, pradedant nuo
maziausiy k (taip, kaip daréme spresdami Kuprinés uzdaving).

44 Simbolis ,,v* reiskia logine operacija ,,arba®; Paskalio kalboje tai atitikty logine
operacija ,,or".
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Pavyzdziui, jei duotieji skaiciai yra v, = 3, v, = 4, v, = 5, v, = 7 ir
klausiama, ar i3 jy galima sudéti skaic¢iy A = 14, tai reikSmiy lentelé,
gauta i§ rekurentiniy lygybiy, buty tokia (pazymeétos tik teigiamos
funkcijos reik§meés):

S
0/1(2|3|4|5[6|7|8|9|10|11|12| 13| 14
0|t
1|t t
k| 2 |t t|t t
3 |t tlt]t tt]t t
4 |t t]t|t tlt|lt| t |t |t t

Pildant lentelés langeli [k, S], perzitrimi langeliai [k —1, S] ir
[f—1, S—uy]: jei bent viename i jy jrasyta reikSmé frue, tai i
[k, S] taip pat jraSoma frue:

const MAXN = ...; { maksimalus démeny skaicius }
MAXM = ...; { maksimali démens verté }

type masyvas = array [l..MAXN] of integer;
logmas2 = array [0..MAXN * MAXM,
0..MAXN] of boolean;

procedure déstyk(var v : masyvas; n, A : integer;
var G : logmas2);
var k, S : integer;
begin
{ isvalomos masyvo reiksmés }
for k := 0 to n do
for S := 0 to A do
Gk, S] := false;
{ isdéstomos sumos }
G[0, 0] := true; { inicializuojama krastié reiksmé }
for k := 1 to n do
for S := 0 to A do
if G[k - 1, S] then
Gl[k, S] := true
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else if (v[k] <= S) then
if (G[k - 1, S - v[k]]) then
Glk, S] := true;
end;

Algoritmo sudétingumas atminties ir laiko atzvilgiu yra vienodas —
O(n-A).

Dabar galime grijzti prie Teisingy dalyby uZdavinio. Pasinaudoje
dinaminiu programavimu pagristu sumos déstymo algoritmu,
efektyviai apskaiCiuosime, kokiy verciy dovany rinkinius jmanoma
sudaryti. IS Siy rinkiniy pakanka iSrinkti t3, kurio verté artimiausia
V/2 (visy veréiy sumos pusei). Belieka pasinaudoti apskaiciuotais
duomenimis (masyvu G) ir pasirinkti, kurias dovanas reikia skirti
Rusnei, o kurias — Emilijai. Sumos déstymo uzdavinio terminais tai
reikSty nustatyti, kurivos i§ n démeny reikia sudéti, norint gauti
skaiCiy A. Tad nagrinéjame lentelés langelj G[n, A]: n-asis démuo
nereikalingas, jei A galima sudéti is likusiy n—1 démeny,
t.y. G[n—1, A] = true. PrieSingu atveju, n-asis narys butinas.
Toliau analogiskai tikriname n — 1 démens reikalinguma, nagrineé-
dami langelius G[n — 1, A] arba G[n — 1, A —v,].

type logmas = array [1l..MAXN] of boolean;

procedure dalybos (var Rusnei : logmas;
var v : masyvas; n : integer);
{ rezultatas jrasomas j masyvq ,,Rusnei”: Rusneilk] = true,
jei k-gjg dovang reikia skirti jai }

var G : logmas2;
Vsum : longint;
i, S : integer;
begin
{ suskaiciuojama visy verciy suma }
Vsum := 0;
for i := 1 to n do
Vsum := Vsum + v[i];

déstyk (v, n, Vsum div 2, G);
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{ randama artimiausia V/2 reiksmé, kurig galima isdeéstyti }
S := Vsum div 2;
while not G[n, S] do

S =85 - 1;

{ nustatoma, kurias is dovany skirti Rusnei,
kad jy bendra verté buty lygi S }

for i := 1 to n do
Rusnei[i] := false;

i := n;

for i := n downto 1 do

{ tikrinama, ar S vertés rinkiniui priklauso i-oji dovana }
if not G[i - 1, S] then begin
Rusnei[i] := true;
S =S - v[i];
end;
end;

Sio sprendimo sudétingumas sutampa su sumos déstymo algoritmo
sudétingumu, kur déstoma suma A nevirSija n'm, taigi yra toks:
O(n*m).

12.6 Uzdavinys Bibliotekoje”

K bibliotekos darbuotojy buvo paskirta uzduotis: perZiuiréti
visas vienos lentynos knygas ieskant tam tikros informacijos.
Sioje lentynoje is viso yra n knygy. Darbg norima paskirstyti
darbuotojams kuo lygesnémis dalimis, taciau knygos turéty
islikti savo vietose, todél buvo nuspresta paprasciausiai is-
skaidyti visq lentyng j k nesikertanciy sriciy, ir pavesti kiek-
vienam darbuotojui ieskoti informacijos tik vienoje srityje.
Vis délto vienos knygos puslapiy skaiciumi gerokai virsija ki-
tas, todél lentyng j k sri¢iy norima isskaidyti optimaliai —

45 Analogiskas uzdavinys pateiktas S. Skienos knygoje The Algorithm Design
Manual [6].
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taip, kad didziausias vienam darbuotojui tenkantis puslapiy
skaicius biity kuo mazesnis.

UzZduotis. Duoti visy knygy puslapiy skaiciai p,, ps, ..., pa
Reikia rasti, kaip visg darbg darbuotojams paskirstyti
optimaliai.

Pradékime analizuoti uzdavinj nuo keliy paprasty pavyzdziy. Tegu
visag darba reikia padalyti trims darbuotojams, o lentynoje yra
devynios knygos. Be abejo, jei visos knygos turéty vienodg puslapiy
skaiCiy, tai lentyng galétume skaidyti j tris lygias dalis:

100 100 100 | 100 100 100 | 100 100 100

Taciau lentynos dalijimas lygiomis dalimis tikrai netikes, jei
puslapiy skaicius knygose gerokai skiriasi:

100 200 300 | 400 500 600 | 700 800 900

Siuo atveju pirmam darbuotojui tekty perzitréti 100 + 200 + 300 =
600 puslapiy, o treciasjam — 700 + 800 + 900 = 2400, taigi net
keturis kartus daugiau. Isbande jvairius variantus, galime padaryti
iSvada, kad geriausias jmanomas paskirstymas bty toks:

100 200 300 400 500 | 600 700 | 800 900

Tuomet darbuotojams tekty perzitréti atitinkamai 1500, 1300 ir
1700 puslapiy.

Ar yra kokia nors strategija, kurios laikydamiesi lentynoje esancias
knygas visuomet padalytume optimaliai? Idealiu atveju visiems
darbuotojams darbas paskirstomas lygiomis dalimis, t. y. kiekvienam
darbuotojui tenkantis puslapiy skaicius lygus visy knygy puslapiy
skaiciy sumai, padalytai is darbuotojy skaiCiaus:
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P, =P, +ps+..+p,)/ k. Todél buty nattralu apskaiCiuoti Sia
reikSme ir i§ eilés parinkinéti sritis, stengiantis jy dydzius gauti kuo
artimesnius P, t. y. taikyti godziaja strategija.

Vadovaudamiesi Sia strategija, gautume optimaly paskirstyma
visuose kol kas nagrinétuose pavyzdziuose. Taciau neskubékime
daryti iSvady. Bendru atveju galima gauti ir neoptimaly knygy
paskirstyma: jei keliems darbuotojams skiriamas darbas yra siek tiek
mazesnis uz vidurkj, tai paskutiniam gali susikaupti nemazai
»papildomo* darbo.

Tarkime, lentynoje is eilés sudétos 6 knygos po 80 puslapiy, o toliau
trys knygos, kuriy puslapiy skaiciai lygtis 100, 30 ir 200, ir jas reikia
paskirstyti trims darbuotojams. Siuo atveju P,, = 270. Taigi
vadovaudamiesi godzigja strategija, pirmam darbuotojui skirtume
perzitréti pirmas tris knygas (240 puslapiy yra artimesné reik§mé
P,,, negu 320), antram — taip pat tris knygas, ir galy gale gautume
tokj knygy paskirstyma:

80 80 80 | 80 80 80 | 100 30 200

Daugiausiai darbo — 330 puslapiy — tekty treciajam darbuotojui.
Taciau optimaliu atveju didziausias perzitrimy puslapiy skaicius
bty lygus 320:

80 80 80 80 | 80 80 100 | 30 200

Taigi optimalus paskirstymas gaunamas pirmajam darbuotojui
skiriant keturias knygas. Godzioji strategija Sito negaléjo numatyti,
kadangi sprendimai priimami pagal labai paprastg kriterijy,
nenumatant jy padariniy.
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Sudarysime dinaminiu programavimu pagristy algoritma Siam
dalijimo uzdaviniui spresti. Jis visuomet ras optimaly paskirstymg,
kadangi iSanalizuos visus galimus variantus, tac¢iau tai atliks
efektyviai.

Kad baty paprasCiau, sutarsime knygy nuo i-osios iki j-osios
puslapiy skaiciy suma Zyméti S(@, j), t.y.
S(@,j) =pi+piii+ ... +p. DidZiausia =~ vienam  darbuotojui
perzitreéti tenkantj puslapiy skaiciy vadinsime paskirstymo jverciu.

Taigi pradékime nuo optimalios sprendinio strukttiros nustatymo.
Bet kuriame paskirstyme k-ajam darbuotojui tenka kazkiek knygy is
lentynos pabaigos, t. y. knygos nuo Il-iosios iki n-osios, I < n. Kad ir
koks buty paskirstymas, daugiausiai darbo tenka arba k-ajam
darbuotojui, arba kuriam nors kitam. Pirmu atveju (jei daugiausia
darbo tenka k-ajam darbuotojui), paskirstymo jvertis lygus S(I, n), o
antruoju atveju susiduriame su analogisku, tik mazesniu, uzdavi-
niu — optimaliu lentynos iki [-osios knygos (jos nejtraukiant)
paskirstymu pirmiesiems k — 1 darbuotojy.

Pazymékime optimaly n knygy paskirstymo k darbuotojy jvertj
M(k, n). Jei zinotume, kad optimalu k-ajam darbuotojui skirti
knygas nuo I-osios iki n-osios (t.y. Zinotume, kam lygus I), tai

M(k, n) = max{ S(I, n), M(k—1,1—1) }

Taciau mes i$ anksto nezinome, kiek knygy optimalu skirti paskuti-
niam darbuotojui. Todél tenka isbandyti visus galimus variantus ir
pasirinkti ta, kurio atveju gaunamo paskirstymo jvertis yra
maziausias. Taigi i$ tiesy M(k, n) apibréziamas taip:

M(k, n) = 1r<nli£1 max{ S(l, n), M(k—-1,1-1)}
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t. y. minimumas yra skai¢iuojamas i§ visy maksimumy, gaunamy,
kai [ kinta nuo 1 iki n.

Kad funkcijos reikSmes galétume skaiCiuoti pagal rekursyvy
apibrézima, jj butina papildyti krastinémis reikSmémis: paskirstymo
jvertis visada lygus nuliui, jei lentyna tuscia; jei yra tik vienas
darbuotojas, tai jam atitenka visas darbas, kuris lygus S(1, n).

0, jein =0;
M(k,n) =4S, n), jei k=1,

min max { S(I, n),M(k—1,1-1) }, kitais atvejais.
=1

Rekursyviai apibréze optimalaus sprendinio verte, jau galime
sudaryti ja efektyviai apskaiCiuojantj algoritmg. Taciau nepamirski-
me, jog mus domina ne tik sprendinio verté, bet ir pats sprendinys,
t. y. optimalus lentynos paskirstymas. Skirtingai nuo ligi Siol
nagrinéty uzdaviniy, sprendinj sukonstruoti iS apskaiciuotos
funkcijos reikSmiy lentelés buty per sudétinga. Todél skaiciuodami
kaupsime papildomus duomenis: jei skaiciuodami M(k, n) reikSme
nustatysime, kad k-ajam darbuotojui optimalu paskirti knygas nuo
I-osios iki n-osios, tai dydj [ pasiZzymésime atskirame masyve

(D[k, n] :=1).

Toliau pateikiamas proceduros, apskaiCiuojancios, kaip optimaliai
paskirstyti knygy perzitiréjimo darbg darbuotojams, tekstas.

const MAXN -« .; { maksimalus knygy skaicius }

MAXK = ...; { maksimalus darbuotojy skailius }
BEGALINIS = MAXINT;

type masyvas = array [0..MAXN + MAXK] of integer;
masyvas2 = array [l..MAXK, 0..MAXN] of integer;
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procedure paskirstyk(k, n : integer;
p : masyvas; { psl. skaicius }
var jvertis : integer;
var nuo : masyvas);

{ apskaiciuoja knygy nuo i-osios iki j-osios puslapiy skaiciy sumg }

function S(i, j : integer) : integer;
var h : integer;
begin
S :=0;
for h := i to j do
S := S + plh];
end;

var i, j, 1, v : integer; { pagalbiniai kintamieji }
D, M : masyvas2;

begin

{ uZpildomos krastinés reiksmés }

for i := 1 to k do
M[i, 0] := 0;

for j := 1 to n do begin
M[ll j] = S(1, j);
D[1, 3] := 1;

end;

{ apskaiciuojama likusi lentelés dalis }
for i := 2 to k do
for j := 1 to n do begin
M[i, j] := BEGALINIS;
{ renkamasis minimumas... }
for 1 := 1 to j do begin
{ ...is maksimumy }
v = max*®(s(1, J), M[i - 1, 1 - 11);
if v < M[i, Jj] then begin
M[i, J] = v;
D[i, j] = 1;

~
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{ sukonstruojamas optimalus sprendinys }

ivertis := M[k, n];

Jj = n;

for i := k downto 2 do begin
nuo[i] := D[i, JI1;
j = D[il j] - 1;

{ jei i-ajam darbuotojui skiriamos knygos nuo Di, j|, tai
likusiems i — 1 darbuotojy reikia paskirstyti D[i, j] - 1 knygy}
end;
nuo[l] := 1;
end;

Procediira grazina kelis rezultatus:

e gautojo (optimalaus) paskirstymo jvertj, t.y. kiek daugiausiai
darbo teks vienam i§ darbuotojy;

e lentynoje esanciy knygy paskirstymga. Sis pateikiamas masyve
nuo. j-ajam (bet kuriam, iSskyrus paskutinj) darbuotojui
paskirtos knygos yra intervalas [nuo[j], nuo[j + 1]), o k-ajam
(paskutiniam) — [nuo[k], n].

Toliau pateikiame lenteles M ir D, gaunamas jau misy nagrinéto
pavyzdzio atveju, kai k=3, n =9, o puslapiy skaiciai pateikti
lenteléje:

J4 Do Ds P4 Ds Pe Pr DPs Do
100 | 200 | 300 | 400 | 500 | 600 | 700 | 800 | 900

Skaiciuojant langelio [k, n] reikSme, iSbandomos visos I reikSmés
nuo 1 iki n, masyve M jsimenama maziausia reiskinio
max{ S(I, n), M(k — 1,1 —1) } reikdmé ir pasiZzymima masyve D.
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n
M 0] 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 | 0 | 100 | 300 | 600 | 1000 | 1500 | 2100 | 2800 | 3600 | 4500
k| 2| 0 | 100 | 200 | 300 | 600 | 900 | 1100 | 1500 | 2100 | 2400
3 | 0 | 100 | 200 | 300 | 400 | 600 | 900 | 1100 | 1500 | 1700
n
. 0] 1 2 | 3 4 5 6 7 8 g
1] -1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
B2 -] 1 2 3 4 4 5 6 6 7
3| -] 1 2 3 4 5 6 7 7 8

Aptarkime procediiros paskirstyk sudétingumg. Algoritmas
apskaiciuoja kiekvieng k x n dydzio lentelés langelj. Kiek gi laiko
sugaiStama vieno langelio reikSmei apskaiciuoti? Vidutiniu atveju
iSbandomy [ reikSmiy skaicius tiesiskai priklauso nuo n, o su
kiekviena [ reikSme skaiC¢iuojama funkcijos S, sumuojancios puslapiy
skaiCiy i§ tam tikro intervalo, reikSmé. Pastarosios funkcijos
sudétingumas taip pat tiesiSkai priklauso nuo n, t. y. yra O(n). Taigi:

e vienam langeliui sugaistama O(n?) laiko;

e bendras algoritmo sudétingumas yra O(nk-n”) = O(n’ k).

Nors tai palankus (polinominis) sudétingumas Siam gana sudétingam
uzdaviniui, ji galima pagerinti efektyviau skaiCiuojant funkcijos S
reikSmes. Paprasciausia buty apskaiciuoti visas galimas jos reikSmes
i anksto ir jsiminti masyve, véliau prireikus S(i,j) reikSmés,
tereikty jos reikSme paimti i§ masyvo, taigi S sudétingumas buty
O(1). Visoms reikiméms apskaiciuoti prireikty O(n®) laiko ir tiek
pat atminties. Bendro algoritmo sudétingumas laiko atzvilgiu buty

O(n* + n”k) = O(n” k).
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Taciau dar efektyvesnis, ir kur kas elegantiskesnis sprendimas yra is
anksto susiskaiciuoti knygy nuo 1-osios iki i-osios puslapiy sumas
visiems i, t. y. tegu r; = p; + p, + ... + p;. Jas suskaiciuoti galima per
O(n), pastebéjus, kad r; = r,; + p;. Tuomet, jei mus domina knygy
nuo i-osios iki j-osios puslapiy suma, ja galima apskaiciuoti per O(1)
(konstantinj laika), atliekant vieng aritmetine operacija:

pitpPat ... tp= Py +po+ ... +P7‘) —(@i+pot o tp)= r—r.

Zemiau pateiksime (paZymédami specialiu komentaru pakeistas
eilutes) efektyviau realizuota procedura paskirstyk, kurios
sudétingumas yra O(n*k) vietoje O(n’k).

procedure paskirstyk(k, n : integer;
p : masyvas; { psl. skaicius }
var jvertis : integer;
var nuo : masyvas);

var i, j, 1, v : integer; { pagalbiniai kintamieji }
D, M : masyvas2;

r : masyvas; { pagalbinis masyvas}
begin
{ uzpildomas masyvas r } /] **
r[0] := 0; // ¥
for § := 1 to n do // F*
(3] = rlj - 11 + pl[3l; /] x*
{ uzpildomos krastinés reiksmés }
for i := 1 to k do
M[i, 0] := 0;
for j := 1 to n do begin
M[1, 3] := rl3]; /] **®
D[1, j]1 := 1;
end;

{ apskaiciuojama likusi lentelés dalis }
for i := 2 to k do
for j := 1 to n do begin
M[i, j] := BEGALINIS;
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{ renkamasis minimumas... }
for 1 := 1 to j do begin
{ ...is maksimumy }

v := max(r[j] - r[1l - 17,
M[i -1, 1 -11);
if v < M[i, j] then begin

M[i, J] := v;
D[i, J] 1;
end;
end;
end;

{ sukonstruojamas optimalus sprendinys }
{/

end;

12.7 Uzdavinys Sodas"

Kvadratiniame m x m dydZio sode auga n medziy. Laikoma,
kad medis yra taskas, neturintis ilgio ir plocio. Koordinaciy
sistemos pradzia yra apatinis kairysis sodo kampas, o asys
yra lygiagrecios sodo tvoroms. Medziy wvietq nusako jy

koordinatés (x, y), isreikstos sveikaisiais skaiciais.

UZduotis. Reikia rasti didzZiausio staciakampio, kuriame
nebity medziy, plotg. Staciakampio krastinés turi buti lygia-

grecios atitinkamoms sodo tvoroms (krastinéms).

Ieskomo staciakampio krastinése gali augti medZiai, taip pat

staciakampio krastiné gali sutapti su sodo tvora.

// **
/)] **

47 Panasus uzdavinys buvo pateiktas Vidurio Europos informatikos olimpiadoje

1995 metais.
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0 1 2

81 pav. Sodo pavyzdys; sode auga trylika medziy

Iveskime keleta sgvoky. P(x,y) pazymésime tokj didZiausia
vienetinio plocio staCiakampj, kurio virSutinio deSiniojo kampo
koordinatés yra (x, ¥), o kairiosios krastinés vidiniuose taskuose néra
medziy. Sio statiakampio aukdtj Zymeésime Hy(x, y). Nesunku
matyti, kaip efektyviai apskaiciuoti H, reiksmes:

1, jei y =1 arba jei taske (x — 1, y — 1) auga medis
Hy(x9)=3 D4l i -
Py =1+ 1, kitais atvejais
Pazymékime T(x,y) didZiausia medziy neturintj staCiakampj,
kuriam priklauso P(x, y) ir kurio aukstis sutampa su P(x, y) aukséiu.

3 3
5 5
Ll ‘IF
: H
- 2
1 e
82 pav. Staciakampis P(4, 5) 83 pav. T(4, 5) — maksimalaus ploto
pazymétas pilkai; staciakampis, kuriam priklauso
jo aukstis Hy(4, 5) = 2 P4, 5)
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Staciakampio T(x, y) kairiojo virSutiniojo kampo koordinate x
pazymeékime K(x, y), o desiniojo vir§utinio — D(x, y). Zinodami tai,
is karto galésime apskaiciuoti T(x, y) plota:

Si(x, y) = (D(x, y) — K(x, y)) - Hp(x, ).

K(9=0 Dly5)=5

|ENNE D
T

0 1 2 “ £ (33

84 pav. Sy(4, 5) = (D(4, 5) — K(4, 5)) - H(4, 5) = (5—0) - 2 = 10

Tarkime, kad zinome, kaip efektyviai apskaiciuoti funkcijy K ir D
reikSmes. Tuomet uZtenka perziaréti visus galimus staciakampius
T(x, ) (t.y. isbandyti visas galimas x ir y poras, kuriy bus m®) ir
iSrinkti didziausig — jis ir bus ieskomasis sprendinys.

Toliau pateikta procediira naudoja dvimatj loginj masyva medis,
kurio kiekvienas elementas medis[x, y] rodo, ar taske (x, y) auga
medis.

const MAXM = ...; { maksimalus sodo dydis }
type lgmasyvas = array [0..MAXM, 0..MAXM] of boolean;
kvmasyvas = array [1l..MAXM, 1..MAXM] of integer;

function max sodas(m : integer; { sodo dydis }
{ medis[x, y| = true, jei (x, y) auga medis }
var medis : lgmasyvas) : integer;
var x, y, plotas : integer;
Hp, K, D : kvmasyvas;
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begin
{ apskaiciuojame Hp reiksmes }
for v := 1 to m do
for x := 1 to m do
if y = 1 then
Hpl[x, y] =1
else if medis[x - 1, y - 1] then
Hplx, y] =1
else
Hp[x, y] := Hpl[x, y - 1] + 1;

{ apskaiciuojame K ir D reiksmes kiekvienam staciakampiui T
(Siy procediiry tekstas bus pateiktas véliau) }

skai¢iuok K(m, Hp, K);

skaic¢iuok D(m, Hp, D);

{ belieka perziuréti visus staciakampius ir iSrinkti didZiausig }
max_sodas := 0;
for vy := 1 to m do
for x := 1 to m do begin
plotas := Hp[x, yl * (D[x, yl - K[x, yl);
if plotas > max sodas then
max_ sodas := plotas;
end;
end;

Pagalvokime, kaip efektyviai apskaiciuoti masyvy K ir D reikSmes.
K ir D reik$més kiekvienai eilutei (t.y. kiekvienai koordinatei y)
bus skaiciuojamos atskirai, tad panagrinésime, kaip apskaiciuoti K ir
D reikSmes, kai koordinaté y fiksuota.

Pradékime nuo masyvo D. Efektyviai reik§méms apskaiciuoti bus
naudojama déklo® duomeny struktira. Dékle saugomos tos x
koordinatés, kurioms D(x, y) dar neapskaiciuotas. Koordinatés x
perzitrimos i$ kairés j deSine (t. y. nuo 1 iki m) ir paeiliui dedamos j
dékla. Taciau prieS tai patikrinama, galbat H, (s, y) > H,(x, y),

48 Déklo duomeny struktira apradyta 4.1 skyrelyje.
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kur s — paskutinis dékle esantis elementas. Jei Hy(s, y) > H,(x, y), tai
staciakampio, kuriam priklauso H(s, y), daugiau j deSing pratesti
negalima, taigi rastas deSinysis staciakampio T(s, y) krastas: D(s, y) =
x — 1. Tokiu atveju i$ déklo pasalinama koordinaté s, nes D(s, y) jau
apskaiciuota. Jei i§ déklo pasalinta koordinaté, vél tikrinama, ar
H,(s,y) > Hy(x,y), kur s — jau atnaujintas paskutinis déklo
elementas. Galbut ir Siam elementui bus rastas D(s, y), o pats
elementas - pasalintas is déklo. Koordinaté x j déklg jtraukiama tik
tada, kai H,(s, y) < H,(x, y) arba kai déklas jau tuscias.

Perziuréjus visas x koordinates, dékle liks tik tos x koordinatés,
kuriy sta¢iakampio T(x, y) deSinysis kraStas sutampa su kvadrato
krastu.

Pateiktame pavyzdyje parodysime, kaip skai¢iuojamos funkcijos D
reikSmeés, konkreciu atveju —kai y = 5.

. 6
5 5

r I

3 - ®— : ‘-l—
2 2p-

0 ) EA P 6 0 4 2 45 6
85-1 pav. Hy(1, 5) = 1; 85-2 pav. Hy(2, 5) = 5;

Déklas = [1] Hy(1,5) <HW2, 5);

Deéklas = [1, 2]
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me
-

—@—
2 2’7
0 1 2 ; [ 3 0 1 2 ? [ 6
85-3 pav. Hy(3, 5) = 4; 85-4 pav. Hy(3, 5) = 4;

HL(2, 5) > HY3, 5); radome

D(2, 5) = 2; Déklas = [1] Hy(1, 5) SHy(3, 5);

Deéklas = [1, 3]

6

8 j

2

Tt

ams

2 2
1 1
JUR a4
J 4 2 3 4 5 3 ] 1 Z 45 6
85-5 pav. Hy(4, 5) = 2; 85-6 pav. Hy(4, 5) = 2;
HL(3, 5) > Hy4, 5); radome Hy(1,5) <HN4, 5);
D(3, 5) = 3; Déklas = [1] Deéklas = [1, 4]
6 6
. , |
‘-Ir qF
E —l— 3z
2 2
1 + 1
I Jv' CR S E— lq— 3
85-7 pav. H(5, 5) = 3; 85-8 pav. Hy(6, 5) = 2;
Hy(4, 5) <H5, 5); Hy(5, 5) > Hu(6, 5); radome
Deklas = [1, 4, 5] D(5, 5) = 5; Déklas = [1, 4]
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HH

0 1 2. o - 6

85-8 pav. Déklas = [1, 4, 6]
D(1,5)=D(4,5)=D(6,5) =m=6

K reiksmés skaiCiuojamos analogiskai, tik koordinatés perzitirimos is
desinés j kaire.

type masyvas = array [l..MAXM] of integer;

procedure skaic¢iuok D(m : integer;

var Hp : kvmasyvas;
var D : kvmasyvas);
var deklas : masyvas;
sk, x, y, s : integer;
begin

sk := 0; { Elementy skaicius dékle }
for vy := 1 to m do begin

for x := 1 to m do begin
if sk > 0 then begin
s := déklas[sk];

while (sk > 0) and
(Hplx, y] < Hp[s, yl) do

begin
{ rastas desinysis T(s, y) krastas (x - 1) }
D[s, y] :=x - 1;
sk := sk - 1;
if sk > 0 then s := déklas[sk];
end;
end;
{ koordinaté x dedama j déklg }
sk := sk + 1;
déklas[sk] := x;
end;
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{ jei dekle likus koordinaté x, tai T(x, y) tesiasi
iki pat desiniojo sodo krasto }
while sk > 0 do begin

s := déklas([sk];
D[s, y] := m;
sk := sk - 1;
end;
end;

end;

procedure skaic¢iuok K(m : integer;

var Hp : kvmasyvas;
var K : kvmasyvas);
var deklas : masyvas;
sk, x, y, s : integer;

begin
sk := 0; { Elementy skaicius dékle }
for vy := 1 to m do begin

for x := m downto 1 do begin
if sk > 0 then begin
s := déklas[sk];

while (sk > 0) and
(Hplx, yl] < Hp[s, yl) do

begin
{ rastas kairysis T(s, y) krastas (x) }
Kls, y] = x - 1;
sk := sk - 1;
if sk > 0 then s := déklas[sk];
end;
end;
{ koordinaté x dedama j déklg }
sk := sk + 1;
déklas[sk] := x;
end;

{ jei dekle likus koordinaté x, tai T(x, y) tesiasi
iki pat kairiojo sodo krasto }
while sk > 0 do begin

s := déklas|[sk];
K[s, y] := 0;
sk := sk - 1;
end;
end;
end;
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Sio sprendimo sudétingumas pagal laikg ir atmintj — O(m?).
Nesunkiai galime modifikuoti sprendima taip, kad sudétingumas
pagal atmintj sumazéty iki O(m + n). Medziy koordinates galima
saugoti vienmaciame O(n) jrasy masyve, o kvadrata nagrinéti po
vieng eilute: apskaiciuoti H,, K, ir D einamajai y koordinatei,
iSrinkti didziausig iki Siol rastg staciakampj ir toliau nagrinéti kitg y
koordinate. Skaiciuojant K(x, y) ir D(x, y) reikSmes, K ir D reik§miy
su kitomis y koordinatémis neprireikia, o skaic¢iuojant H,(x, y)
reik§me naudojamos tik H (x, y — 1) reiksmes.

12.8 Kada taikyti dinaminj programavima

Issprendéme kelis uzdavinius pritaike dinaminj programavimgj.
Bendru atveju sunku jvertinti, ar uzdavinj galima spresti taikant
dinaminj programavimg. Taciau daznai tokie uzdaviniai pasiZzymi
bendromis savybémis. Siame skyrelyje jas ir apzvelgsime.

Pries taikant dinaminj programavima reikéty uzduoti Siuos
klausimus:

Ar tai optimizavimo uzdavinys? Ar Siam uzdaviniui galima rasti
daug sprendiniy, i§ kuriy mus domina tik vienas (ilgiausias,
trumpiausias ar panaSiai)? Dauguma dinaminiu programavimy
sprendziamy uzdaviniy yra butent optimizavimo uzdaviniai.

Ar uzdavinyje aprasyto objekto elementai yra surikiuoti? Daugelio
objekty elementai yra surikiuoti i§ kairés j desine (t.y. tarp dviejy
objekty jvestas santykis kairiau), arba apibrézta kokia nors kitokia
tvarka. Pavyzdziui, muziejaus eksponatai (Kuprinés uzdavinyje),
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dovanos (Teisingy dalyby uzdavinyje), medziai*’ (Sodo uzdavinyje),
simboliy eilutés simboliai, iskiliojo daugiakampio virsiinés, lapai
paieskos medyje ir pan. Tikétina, kad optimizavimo uzdavinj,
kuriame objekty elementai yra surikiuoti, galima efektyviai iSspresti
dinaminio programavimo metodu.

Jei objekto elementai néra surikiuoti, tikriausiai teks atsisakyti
dinaminio programavimo. Mat tokiu atveju uzdavinj sprendZiant
dinaminio programavimo metodu, laiko bei atminties sagnaudos biity
eksponentinés eilés (tai reiSkia, kad sprendimas buty visiskai
neefektyvus).

Ar galima suskaidyti uZdavinj j smulkesnius uZdavinius, o tuos j
dar smulkesnius, kol pasiekiamos elementarios ribinés situacijos?
Sakykime, uzdavinyje aprasytas objektas turi n elementy. Ar, paéme
maziau nei n elementy, gausime tg patj uzdavinj, tik su mazesniais
parametrais? Jei ne — pritaikyti dinaminio programavimo nepavyks.

Ar smulkesniy uzZdaviniy sprendiniai turi jtakos didesniy
uzdaviniy sprendimui? Kokia informacija apie sprendinius
mazesniems nei n elementy objektams yra butina, norint rasti
sprendinj objektui su n elementy? Ar turédami sprendinius visiems
mazesniems nei n elementy objektams bei n-3jj elementa galime,
gauti sprendinj objektui i§ n elementy? Jei ne — dinaminio
programavimo pritaikyti taip pat nepavyks.

Ar skaidant j smulkesnius uzdavinius, tie smulkesni uzdaviniai
ima kartotis? Jei ne — dinaminio programavimo taikyti neverta. Nes
dinaminio programavimo efektyvumas laiko atzvilgiu bus toks pat,
kaip ir pilno perrinkimo atveju, taCiau pareikalaus kur kas daugiau

49 Sodo uzdavinyje medis A(x1, y1) yra kairiau nei medis B(x2, y2), jei x1 < x2 arba
X1 = x2ir y1 < y2.
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atminties. Dinaminio programavimo esme sudaro daliniy uzdaviniy
sprendiniy jsiminimas, kai dél to nebereikia i§ naujo nespresti ty
paciy uzdaviniy. Taciau jei daliniai uzdaviniai®® nesikartoja, tai
nieko nelaimésime taikydami dinaminj programavima.

Ar sprendimui pakaks atminties? Taikant dinaminj programavima
daznai reikia atsizvelgti | atminties sanaudas. Jos buna kur kas
didesnés nei sprendziant uzdavinj, pavyzdziui, grizimo metodu.
Reikalingas atminties kiekis kartais gali nulemti, ar tam uzdaviniui
pavyks pritaikyti dinaminj programavima.

Reikéty atkreipti démesj | spresty uzdaviniy sudétingumg pagal
atmintj. Pavyzdziui, Kuprinés uzdavinio sprendimo sudétingumas
atminties atzvilgiu yra O(n'S). Jei eksponaty svoriai buty dideli,
dinaminio programavimo pritaikyti nepavykty. Tad pradiniy
duomeny ribojimai yra labai svarbus jvertinant, ar uzdavinio
sprendimui galima taikyti dinaminj programavimg.

Beje, jei ieskoma tik sprendinio verté, o ne pats sprendinys, daznai
galima sutaupyti atminties. Pavyzdziui, Kuprinés uzdavinyje uztekty
saugoti ne visa lentele, o tik dvi einamasias lentelés eilutes, kadangi
skaiCiuojant k-osios lentelés eilutés reikSmes naudojamos tik
reik§mes i$ (k-1)-osios eilutés.

50 Yra tokia uzdavinio sprendimo strategija Skaldyk ir valdyk, kai uzdavinys
padalijamas j mazesnius uzdavinius, visi mazesni uzdaviniai iSsprendziami taikant
rekursija ir sujungus gautus sprendinius gaunamas pradinio uzdavinio sprendinys;
tik $iuo atveju mazesni uzdaviniai nesikartoja ir tarpusavyje neturi nieko bendra;
Gereitojo rikiavimo algoritmas yra tokios strategijos pavyzdys: rikiuojama seka
dalijama | dvi dalis ir kiekviena dalis rikiuojama atskirai, taciau vienos sekos dalies
rikiavimas neturi jtakos kitos dalies rikiavimui.
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13 STRATEGINIU STALO ZAIDIMU ALGORITMAI

I had one item on my agenda today — not to lose.

Siandien mano dienotvarkéje buvo tik vienas punktas — nepralaimeti.
Sachmaty ¢empionas Garis Kasparovas apie Zaidimg Sachmatais pries
kompiutering programg Deep Junior

Smagu ir jdomu leisti laisvalaikj zaidziant Saskémis, Sachmatais, Go
ar net kryziukais ir nuliukais, turint po ranka tik languoty popieriaus
lapg. Smagiausia zaisti dviese, taCiau ne maziau jdomu pabandyti
suzaisti stalo zaidimg su kompiuteriu, kai vieno i§ dviejy zaidéjy
éjimus atlieka programa. Galimas ir dar vienas zaidimo budas:
parasyti programas, atliekancias ¢éjimus, ir surengti programy
turnyrg.

Kuo daugiau patirties turi zaidéjas ir kuo geresne zaidimo strategija
jis sugalvos, tuo daugiau turi Sansy laiméti. O kaip gi su programa,
atliekancia zaidéjo ¢éjimus? Juk kiekvieno zaidimo taisyklés ir
strategijos yra skirtingos. Ar gali bati kokie nors principai, bendri
visiems zaidimams? Ar yra kas bendra tarp, pavyzdziui, Zaidimo
Sachmatais ir kryziukais ir nuliukais? Pasirodo, yra! Visy strateginiy
stalo zaidimy algoritmai programuojami remiantis tais paciais
principais, kuriuos aprasysime Siame skyrelyje.

Strateginiai stalo zZaidimai zZaidZiami ant zaidimo lentos ar kitaip
pazyméto zaidimo ploto su specialiais zaidimo komponentais
(kauliukais, figirélémis, kortelemis). Zaidimg zaidZzia du Zaidéjai,
kurie paeiliui atlieka éjimus. Zaidimas yra baigtinis, t.y. jis batinai
baigsis po baigtinio éjimy skaiciaus.

Strateginiy zaidimy algoritmas — tai algoritmas, realizuojantis tam
tikrg zaidimo strategija, kuria remiantis parenkamas tolesnis éjimas.
Vartotojo s3saja ir teiséjavimas nejeina i Sia savoka. Tai suprantama
— parasyti vartotojo sasaja Sachmaty zaidimo programai galéty
daugelis iSmananciy kompiuterinés grafikos pradmenis. Taciau
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sukurti ir realizuoti strategija, kuria zaidziant pavykty laiméti pries
rimtg varzovy, yra daug sudétingesnis uzdavinys.

Bendru atveju strateginiy stalo Zaidimy savoka gali buti platesné, pa-
vyzdziui, zaidimg gali Zaisti ne du, o daugiau zaidéjy, éjimus jie gali
atlikti ne tik paeiliui, bet ir praleisti éjimg ar kelis kartus eiti i$ eilés,
remdamiesi konkreciomis Zaidimo taisyklémis. Vaikams skirtuose
zaidimuose éjimus daznai nulemia ir atsitiktinumas (pavyzdziui,
mesto kauliuko atsiverte taskai). Taciau Siame skyrelyje nagrinésime
tik strateginius stalo zaidimus, paremtus klasikine stalo zaidimy
samprata.

13.1 Trumpa stalo zaidimy istorija

Stalo zaidimai buvo populiariis jau seovés civilizacijose. Seniausias
Zinomas stalo Zaidimas rastas senovés Egipte — Zaidimas Senetas.
PieSiniai, kuriuose zaidZiamas S$is '
zaidimas, buvo rasti ketvirto tiiks-
tantmecio pries musy erg kapavieté-
se. Piesiniuose matyti, kad Seneta
galéjo zaisti du zaidéjai, kurie pradi-
niu momentu turéjo nuo 5 iki 10
figtiréliy. Deja, tiksliy Sio zaidimo
taisykliy néra islikusiy. Manoma,
kad zaidimo lenta buvo 3 x 10 dy-
dzio, keletas jos langeliy turéjo
specialius simbolius. Zaidéjas mes- 86 pav. Seneto Zaidimas
davo keturias lazdeles (kiekviena

kuriy turéjo dvi skirtingas puses) ir priklausomai nuo to, kas atsi-
versdavo, atlikdavo éjima. Manoma, kad populiarus zaidimas Trik-
trak (angl. Backgammon) kilo i§ Seneto.
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Kitas senovés egiptieCiy zaidimas yra Mehenas. Mehenas yra mi-
tologinés biitybés vardas. Pirmosios nuorodos i §j zaidimg yra apie
3000 metus prie§ misy erg. Zaidimo lenta priminé susirangiusig
gyvate (spiralés formos) ir buvo sudaryta i§ staiakampiuky.
Manoma, kad zZaidimas buvo zaidZiamas su liatus ar littes
primenanciy figuréliy rinkiniais i§ 3—6 figturéliy.

Viduramziais iSpopuliaréjo zaidimai kauliukais, kurie dazniausiai bu-
vo gaminami i§ elnio ragy, taip pat kortomis. Buvo populiaris ir kiti
stalo zaidimai. Jy figlirélés daznai budavo pusrutulio formos, gami-
namos i gintaro, kaulo, stiklo ar net arklio danty. Vis didesnj popu-
liaruma émé jgauti Sachmatai.
Stalo zaidimai buvo zaidziami ne
tik Azijoje, bet ir Europoje, Skan-
dinavijoje. 1732 metais, keliauda-
mas po Laplandija, zymus $vedy
botanikas Karlas Linéjus (Carolus
Linnaeus) apra$é zaidima Tabula.
Lapiai jj zaidé 9 x 9 dydzio len-
toje, o zaidimo figtréles vadino

SSvedais®™ ir ,,Rusais®.

Stalo Zaidimai labai iSpopuliaréjo 87 pav. Zaidziamas stalo Zaidimas
XX a. viduryje, ypac po II pasau- Tabula
linio karo. O XX a. viduryje
susidométa ir strateginiy zaidimy programavimu. Dar 1950 metais
Klodas Elvudas Senonas (Claude Elwood Shannon) paskelbé
novatoriska darbg Kompiuterio programavimas Zaisti sachmatais (angl.
Programming a Computer for Playing Chess), kuriame aprasé, kaip
skai¢iavimo maSinai (ar kompiuteriui) galéty bati parasyta programa,
protingai ZaidZianti $achmatais. Senonas atkreipé démesj, kad
teoriSkai egzistuoja idealus sprendinys (t.y. éjimy seka, kurig
atlikdamas zaidéjas pasieks geriausig rezultata), taciau praktiskai jo
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rasti nejmanoma. Jis pateiké dvi
euristika  paremtas  strategijas,
kuriomis programuojant
strateginius stalo zaidimus
remiamasi iki Siol:

A Generuoti visus jmano-
mus éjimus iki tam tikro
gylio (t.y. generuoti vi-
sus galimus pirmuosius

éjimus, visus galimus an- 88 pav. Klodas Elvudas Senonas
truosius éjimus ir t. t.), (Claude Elwood Shanon)
tuomet euristiskai jvertin- 1916 — 2001

ti kiekvieng gauta situaci-
ja lentoje, sudaryti Zaidimo medj ir iSrinkti geriausig éjima;

B Generuoti tik perspektyvius éjimus (Zaidimo medzio Sakas)
ignoruojant ¢éjimus, kurie laikomi neperspektyviais.

Pirmoji Sachmatais zaidzianti programa buvo parasyta ir jdiegta
1956 m. Taisyklés buvo supaprastintos, zaidziama 6 x 6 lentoje.
Kompiuteris buvo tik 11 kHz daznio ir turéjo 600 Zodziy atminties.
Buvo realizuota A tipo Senono aprasyta strategija, generuojami 4
lygiy éjimai. Tam prireikdavo net 12 minudiy. Si programa
jveikdavo tik silpnus zaidéjus.

Po dvejy mety pirma karta buvo panaudotas Alfa—Beta atkirtimas,
kuri leido padvigubinti analizuojamy éjimy skai¢iy. Zaidimo
programos buvo nuolat tobulinamos, pradéti rengti Sachmaty pro-
gramy turnyrai. Septintojo desimtmecio viduryje (1975 m.) pradéta
kurti Cray Blitz programa, kuri ilga laikg buvo greiciausia Sachma-
tais zaidzianti programa ir net septynerius metus buvo kompiuteriy
programy Sachmaty ¢empioné.
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1988 metais pirmg kartg kom-
piuteriné sistema Deep
Thought, skirta zaisti Sachma-
tais, nugaléjo didmeistrj Ben-
ta Larseng (Bent Larsen). Pro-
grama, kurig kuaré studentai,

jau sugebédavo isanalizuoti

iki 750 000 pozicijy per se-
kunde ir iki deSimties éjimy j

89 pav. G. Kasparovas ZaidZia pries
Deep Junior programg, 2003 m.

priekj. Si sistema pralogé
Sachmaty c¢empionui Bobiui
FiSeriui (Bobby Fischer). Vis délto, kuo toliau, tuo sunkiau
didmeistriams sekési jveikti Sachmatais zaidziancias programas.
Pirmoji kompiuteriné sistema, kuriai 1996 metais pralaiméjo partija
tuometinis pasaulio Cempionas Garis Kasparovas, buvo Deep Blue.
Taciau tuomet turnyra pasaulio Cempionui vis tik pavyko laimeéti.
Deep blue buvo labai atnaujinta, neoficialiai netgi pervadinta j
Deeper blue, ir 1997 metais Kasparovas jau pralaiméjo rezultatu
2,5:3,5. Tai buvo pirmas kartas, kai kompiuterinei sistemai pavyko
jveikti pasaulio Sachmaty Cempiona matuojant zaidimo laika jprastu
budu. 2003-iaisiais Gariui Kasparovui nepavyko jveikti ir Deep
Junior programos — turnyras baigési lygiosiomis.

Sachmatai — tai tik vienas Zaidimy, kuriam Zaisti kuriamos
kompiuterinés programos. Kasmet vyksta olimpiados’, turnyrai,
kuriuose tarpusavyje zaidzia programos ir kuriuose gali dalyvauti visi
norintys.

51 Zaidimy programy olimpiadas kasmet organizuoja ICGA (International Computer
Games Association); Olandijos informatikos olimpiados kasmet organizuoja zaidimy
programy turnyra CodeCup.
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13.2 Zaidimy medziai, MiniMax paieska

Analizuodami strateginius stalo Zaidimus sutarsime, kad abu
varzovai zaidzia optimaliai, t.y. kiekvieng karta renkasi patj
palankiausig sau éjimg.

Bet kuris stalo Zaidimas prasideda nuo E.§§..§E§

pradinés pozicijos. Sutarsime, kad b 1\ X i B i By

to paties zaidimo pradiné pozicija yra .\.\.\.\

visada ta pati. Pavyzdziui, zaidZiant

Sachmatais, pradine pozicija sudaro %Q%Q%Q%Q

juodos ir baltos figliros, iSdéstytos tam \.\.\.\.
By

tikra tvarka 8x8 lentoje, zaidziant Go % 5 ﬁ

arba kryziukais ir nuliukais, prading %E.*.%E

pozicijg sudaro tuscia lenta.

. o L . oo 90 pav. Pradiné sachmaty

IS pradinés pozicijos pirmasis zaidéjas . o
: o ) ] Zaidimo pozicija

gali atlikti tam tikrus éjimus. Visas

Siais éjimais gautas pozicijas vadinsi-

me pirmojo lygio pozicijomis. Pozicijas, gautas atlikus viena

éjima 18 pirmojo lygio pozicijy — antrojo lygio ir t. t.

Pavyzdziui, zaidziant kryziukais ir nuliukais, pirmasis Zaidéjas (jis
bitinai zaidzia kryziukais) gali atlikti 9 skirtingus pirmuosius éjimus:
padéti kryziukg i bet kurj is 9 langeliy. Antrasis zaidéjas kiekvienu
atveju gali pasirinkti vieng i§ aStuoniy éjimy. Toliau pirmasis
zaidéjas kiekvienu atveju gali atlikti septynis skirtingus éjimus. Taip
bus gaunamos treciojo lygio pozicijos.

Analogiskai galima toliau generuoti éjimus kol bus pasiektos
baigiamosios zaidimo pozicijos, t. y. pozicijos, kai vienas zaidé-
ju laimi arba pasiekiamos lygiosios. Kryziuky ir nuliuky atveju dau-
giausia gali buti 9 lygiai.
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Is zaidimo pozicijy sudaromas zaidimo medis, kurio virSunés
atitinka Zaidimo pozicijas. Medzio Saknis atitiks pradine zaidimo
pozicijg, jos antrinés virsinés — visas pozicijas, kurias galima pasiekti
vienu ¢éjimu i§ startinés pozicijos (pirmojo lygio pozicijas)
ir t. t.

Gali buti, kad t3 pacig pozicija galima gauti atlikus kelias skirtingas
éjimy sekas. Taciau konstruojant Zaidimo medj j tai neatsizvelgiama:
jei ta pati zaidimo pozicija buvo gauta dvejomis skirtingomis éjimy
sekomis, tai ji Zymima dviem medzio virStinémis.

Visy pirmojo lygio pozicijy atstumas iki medzio Saknies bus lygus 1,
antrojo lygio pozicijy — 2, o k-ojo lygio pozicijy — k.

Zaidimo pozicija vadinama laiminéia pozicija zaidéjui X, jei
zaidéjas X galés taip parinkti tolimesnius savo éjimus, kad jis laimés
nepriklausomai nuo to, kaip Zais jo varzovas arba jeigu tai yra
baigiamoji zaidimo pozicija, kurioje laimi zaidéjas X. Atkreipsime
démesj, kad zaidéjo X laiminCioje pozicijoje éjimo teisé gali
priklausyti bet kuriam i3 dviejy Zaidéjy.

Zaidimo pozicija vadinama pralaiminéia pozicija zaidéjui X, jei
nesvarbu, kaip zaidéjas X zaisty, varzovas gali parinkti tokius
tolimesnius savo éjimus, kad jis (varzovas) butinai laimés, arba jei tai
yra baigiamoji Zaidimo pozicija, kurioje Zaidéjas X pralaimi. Zaidéjo
X pralaiminc¢ioje pozicijoje éjimo teisé taip pat gali priklausyti bet
kuriam i$ dviejy zaidéjy.

Be abejo, kiekvienas Zaidéjas stengiasi atlikti tokius éjimus, kurie
nuvesty j laimincias zaidimo pozicijas.
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91 pav. Kryziuky ir nuliuky Zaidimo medzio pavyzdys; paveiksle parodyti tik
du medzio lygiai; pateiktas nepilnas medis (atmestos simetriskos pozicijos)

Paanalizuokime konkrety uzdavinj:

Losimas disku™: du Zaidéjai paeiliui sukio-
ja diskq per vieng segmentqg j kaire arba j

desine. Zaidéjas, pasukes diskg, perskaito jo
virsutiniame segmente atsiradusj skaiciy n ir A A
ji prideda prie sumos s (bendros abiems Zai- .

déjams). Losimo pradzioje s = 0, o diskas v v
atsisukes ties skaiciumi 1. LosSimas baigia-

mas, kai s pasiekia arba virsijg i§ anksto
sutartqg skaiciy m (pavyzdziui, m = 13).
92 pav. Disko
pozicija pradiniu
momentu

Laimi tas, kas atlieka paskutinj éjimg, t. y.
pasiekia arba virsija m.

52 Panasus uzdavinys buvo pateiktas Lietuvos informatikos olimpiadoje III etape
1998 metais.
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GO @(%@?;5 g@@%@ @\@@@%@
égé ®
93 pav. Pilnas Losimo disku medis, kai m = 13; medzio lapai
(t. y. baigiamosios Zaidimo pozicijos pavaizduotos pilka spalva, lyginiy lygiy
pozicijos (i kuriy éjimus atlieka pirmasis Zaidéjas), apvestos storesne linija;

apskritimo viduje jrasyta s reikSmé, o ant éjimus Zyminciy briauny — Zaidéjo
éjimai, t. y. atsukamos disko pozicijos.

208



Strateginiy stalo Zaidimy algoritmai

Analizuosime zaidima Losimas disku, kai, pavyzdziui, m = 13.

93 paveiksle pateiktas pilnas zaidimo medis. Medis turi 9 lygius —
tai reiskia, kad galimi ne daugiau kaip 9 éjimai. Bet kurig Zaidimo
pozicija nusako pora (s, d), kur s — bendra abiems Zaidéjams suma, o
d — skaicius, uZraSytas ant j virSy atsisukusio disko segmento. Visas
medzio pozicijas bandysime skirstyti j laimincias ir pralaimincias
pirmajam zaidéjui (laiminti pirmojo zaidéjo porzicija tuo paciu yra
pralaiminti antrojo zaidéjo pozicija ir atvirksciai).

Pradékime nuo 9-ojo lygio. Abi pozicijos yra baigiamosios ir
laimincios tam Zaidéjui, kuris atliko éjima, t. y. pirmajam. Lipkime
aukstyn | 8-3ji lygi, kuriame galimos dvi pozicijos. I$ pirmosios
pozicijos (s = 12; d = 1) pirmasis zaidéjas gali atlikti tik laimincius
éjimus, taigi $i pozicija yra laiminti pirmajam zaidéjui

pralaiminti 1-ojo
zaidéjo pozicija

7 lygis
-t
eina 2-asis ?.:lidé]';ui
b 8 lygis
eina 1-asis /c.“dl..]da
9 lygis
-4

94 pav. Zaidimo medzio fragmentas, pralaimincios pirmojo Zaidéjo pozicijos
pazymeétos juodai
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Tuo tarpu antroji pozicija (s = 14; d = 3) yra baigiamoji zaidimo
pozicija ir gaunama éjima atlikus antrajam zaidéjui, taigi ji yra
pralaiminti pirmojo zaidéjo pozicija.

7-ajame lygyje yra net 8 zaidimo pozicijos ir tik viena jy (s = 11;
d = 2) néra baigiamoji. Visos baigiamosios pozicijos yra laimincios
pirmajam zaidéjui, nes jos gaunamos pirmajam zaidéjui atlikus
¢éjimg. O kaip gi su pozicija (s = 11;d = 2)?

Is sios pozicijos toliau éjimg atlikty antrasis zaidéjas. Pasukes diska,
jis gali arba atsukti vienetg ir paklititi j laimincia pirmojo zaidéjo
pozicija, arba atsukti trejeta ir laiméti pats. Zinoma, Zaisdamas
optimaliai, jis atsuks trejeta. Taigi $i pozicija yra pralaiminti pirmojo
zaidéjo pozicija (94 pav.)

Eina pirmasis Zaidéjas

Eina antrasis Zaidéjas

95 pav. Medzio pozicijos analizuojamos is apacios j virsy; pirmojo Zaidéjo
laimincios pozicijos Zymimos L raide, pralaimincios — P raide; jeigu eina
pirmasis Zaidéjas ir galima nors viena laiminti pozicijg, jis jg ir renkasi; jeigu
eina antrasis Zaidéjas ir galima nors viena pralaiminti pirmojo Zaidéjo pozicija,
tai ji ir pasirenkama
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96 pav. Tas pats Zaidimo medis kaip ir 93 pav., tik visos pozicijos suskirstytos j
laimincias ir pralaimincias pirmajam Zaidéjui; pralaimincios pirmojo Zaidéjo

ozictjos pazymeétos juodai; matome, kad jei abu zZaidéjai zZaidzZia optimaliai,
t d t kad b d d timal
pirmasis Zaidéjas butinai laimés
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Sis pavyzdys ir paaiskina optimalios Zaidimo strategijos esme: jei
tarp pozicijy, j kurias Zaidéjas (nesvarbu kuris) gali pakliati atlikes
¢jimg, yra nors viena laiminti to zaidéjo atzvilgiu, tai tas zaidéjas
butinai ja ir rinksis (95 pav.).

Likusios pozicijos lipant medziu aukStyn analogiskai suskirstomos j
laimincias ir pralaimincias pirmojo zaidéjo pozicijas (zr. 96 pav.).

Uzkope iki pirmojo lygio matome, kad abiems Zaidéjams zaidZiant
optimaliai, laimés pirmasis.

ISanalizave zaidimo medj (t.y. kiekvienai pozicijai priskyre atributg,
ar ji laiminti, ar pralaiminti) i§ kiekvienos pozicijos galime pasirinkti
palankiausig éjimg. Deja, realybéje pilno Zaidimo medzio dazniausiai
suformuoti nepavyksta, tad apsiribojama tam tikru gyliu, iki kurio
bus isskleidziamas medis.

Pasiekus ta gylj, zaidimo pozicijos (pavadinkime jas ribinémis), nors
ir néra baigiamosios, jvertinamos euristiskai. Pozicijos vertinamos
skaiCiais pasirinktame intervale [min_verté, max_verté]. Sutariama,
kad pasirinkto zaidéjo (nevarbu kurio) laiminti pozicija bus
vertinama maksimaliu intervalo skai¢iumi max_verté, o pralaiminti —
minimaliu intervalo skaiciumi min_verté. Sis 7aidéjas dar vadinamas
maksimizuojanciu  zaidéju, o jo prieSininkas — minimizuojanciu
zaidéju.

Tad kuo geresné yra pozicija maksimizuojanc¢iam zaidéjui, tuo
aukstesnj jvertinimg ji turéty gauti. Ir atvirksciai — kuo maZesnis
pozicijos jvertinimas, tuo pozicija palankesné minimizuojanciam
7aidéjui. Ejimo jverciu vadinsime pozicijos, j kurig pakliinama tuo
¢jimu, jvertis.
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Kol kas daugiau nesigilinsime j tai, kaip gaunami euristiniai pozicijy
jverciai”, tiesiog laikysime, kad pasieke ribine pozicija galime gauti
jos jvertj.

O kaip gi randamas bet kurios (nebdtinai ribinés ar baigiamosios)
zaidimo pozicijos jvertis? Tai atlieka MiniMax algoritmas:
rekursiskai 1§ virSaus j apacia formuojamas zaidimo medis ir
vertinamos pozicijos. Jei pozicija P yra baigiamoji arba ribiné, tai
pozicija P jvertinama tiksliai (pirmuoju atveju) arba -euristiskai
(antruoju atveju). Jei pozicija P néra baigtiné, ir dar galima
rekursiSkai vertinti gilesnes pozicijas, tai iSbandomi visi galimi
éjimai ir iSrenkamas bei grgzinamas geriausio éjimo jvertis.

Jei iS pozicijos P atliekant visus jmanomus éjimus galima paklitti j
pozicijas P,, P,, ...P,, o Siy pozicijy jverCiai jau yra zinomi:

Vpis Vp2s Vpas oo Vpi, tuOmet pozicijos P jvertis yra toks:
Voo max{v, ,v, ..., v, } jei eis maksimizuojantis Zaid.
p . L oL . c v
min{v, , v, ,...,v, }, jei eis minimizuojantis Zaid.

Kadangi §j algoritma galima taikyti jvairiausiems zZaidimas, tai

neprisiriSime prie konkretaus zaidimo ir algoritmg pateiksime
5

pseudokodu™.

MiniMax (gylis, pozicija, zaidéjas)
// ,.gylis” nurodo iki kokio lygio skleisime Zaidimo medj
// ,,pozicija® parodo nuo kokios pozicijos analizuosime Zaidimg

jei Zzaidéjas yra maksimizuojantis
tai grazink Max(gylis, pozicija)
kitu atveju grazink Min(gylis, pozicija)

53 Apie euristinj pozicijy vertinima detaliau kalbama 13.3 skyrelyje.

54 Pseudokodas yra algoritmo apraSymas, kai naudojami programavimo kalby
struktliriniai elementai, tac¢iau praleidziami kalbai baidingi sintaksés elementai.
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Max (gylis, pozicija)

jei Zaidimas baigtas arba (gylis = 0)
tai grazink j{vertinimas(pozicija, mini zaid)
// jvertinama pozicija, kai paskutinj éjimg atliko
// minimizuojantis Zaidéjas

kitu atveju
geriausias := MIN VERTE
kiekvienam galimam éjimui e

atlik éjima(e, pozicija)

ivertis := Min(gylis - 1, pozicija)
jei jvertis > geriausias tai
geriausias = ivertis

atSauk éjima (e, pozicija)
grazink geriausias

Min (gylis, pozicija)

jei Zaidimas baigtas arba (gylis = 0)
tai grazink jvertinimas (pozicija, max zaid) /) **55
// jvertinama pozicija, kai paskutinj éjimg atliko
//maksimizuojantis Zaidéjas

kitu atveju
geriausias := MAX VERTE /] **
kiekvienam galimam éjimui e

atlik éjima(e, pozicija)

ivertis := Max(gylis - 1, pozicija) [/ **
jei jvertis < geriausias tai //**
geriausias = ivertis

atSauk éjima (e, pozicija)
grazink geriausias

Realiose situacijose zaidimo pozicija daznai nusakoma sudétinga
duomeny struktara ir ji neperduodama per parametrus, bet pasiekia-
ma kaip globalusis kintamasis.

Pritaikysime $§j algoritma Losimui su disku. Kol kas detaliau nesiais-
kinome, kaip euristiskai vertinti pozicijas, taciau, kaip matéme, kai

55 Tokiu komentaru pazymétos tos procedtros Min eilutés, kurios skiriasi nuo
procediiros Max.
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m = 13, zaidimo medj galima isskleisti pilnai. Tad realizuodami al-
goritmga taip pat laikysime, kad Zaidimo medj galima pilnai isskleisti.
Zaidziant §j 7aidimg galimi tik du skirtingi pozicijy jver¢iai — lai-
minti ir pralaiminti (lygiyjy bati negali), tad pozicijas vertinsime ne
skaiciais, o loginémis reik§mémis: , minimali“ pozicijos verté bus
false, ,, maksimali“ — frue.
const M = 13; { §j skailiy pasiekes ar virsijes, zaidéjas laimi }
type Tpozicija = record
s, d : integer;
{ s ir d nusako konkrecig Zaidimo pozicijg }

end;

procedure atlik éjima(sukti pirmyn : boolean;

var p : Tpozicija);
begin
if sukti pirmyn then
p.d := (p.d + 4) mod 6 + 1
else

p.d := p.dmod 6 + 1;
p.s := p.s + p.d;

procedure atsSauk éjimg(sukti pirmyn : boolean;
var p : Tpozicija);
begin
p.s := p.s - p.d;
if sukti pirmyn then
p.d := p.d mod 6 + 1

else
p.d := (p.d + 4) mod 6 + 1;
end;
function Min (pozicija : TPozicija) : boolean; forward;
function Max (pozicija : TPozicija) : boolean;

{ randa pozicijos jvertj (ar tai laiminti pirmojo Zaidéjo pozicija),
jei éjimg iS jos atlieka pirmasis (maksimizuojantis) Zaidéjas }

var sukti pirmyn, jivertis : boolean;
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begin
if pozicija.s >= M then { jei Zaidimas baigtas }
Max := false
{ nes paskutinj éjimg atliko antrasis Zaidéjas }
else begin

Max := false;
for sukti pirmyn := false to true do begin
atlik éjima(sukti pirmyn, pozicija);
ivertis := Min(pozicija);
if (Max = false) and (jivertis = true)
then { jei Max < jvertis }
Max := ivertis;
atSauk €jima (sukti pirmyn, pozicija);
end;
end;
end;
function Min (pozicija : TPozicija) : boolean;

{ randa pozicijos jvertj (ar tai laiminti pirmojo Zaidéjo pozicija),
jei éjimq iS jos atlieka antrasis (minimizuojantis) Zaidéjas }
var sukti pirmyn, ivertis : boolean;
begin
if pozicija.s >= M then { jei Zaidimas baigtas }
Min := true
{ nes paskutinj éjimg atliko pirmasis Zaidéjas }
else begin

Min := true;

for sukti pirmyn := false to true do begin
atlik éjima (sukti pirmyn, pozicija);
ivertis := Max(pozicija);
if (Min = true) and (ivertis = false)
then { jei Min > jvertis }

Min := jvertis;

atSauk éjima (sukti pirmyn, pozicija);

end; B B

end;

end;
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function MiniMax (zaidéjas : integer;
pozicija : Tpozicija) : boolean;
{ randa pozicijos jvertj (,,true*, jei tai laiminti pirmojo Zaidéjo pozicija
ir ,,false” priesingu atveju }

begin
if Zaidéjas = 1 then
{ jei éjimg atliks pirmasis (maksimizuojantis) Zaidéjas }
MiniMax := Max (pozicija)
else
MiniMax := Min (pozicija);
end;

13.3 Euristinis pozicijy vertinimas bei iteratyvus
paieskos gilinimas

Kaip jau minéta, daznai pilno zaidimo medzio suformuoti
nepavyksta ir pasiekus ribinj gylj zaidimo pozicijas tenka vertinti
euristiSkai. Jeigu medj galima isskleisti pilnai, uztenka trijy tipy
pozicijy: laimindiy, pralaiminciy ir lygiyjy. Tuo tarpu euristinis
pozicijos vertinimas yra kur kas sudétingesnis. Tai atliekant reikia
panaudoti kuo daugiau ziniy apie konkrety zaidima.

Euristinis pozicijos jvertis gaunamas Zaidimo pozicija jvertinant
skai¢iumi. Maksimizuojantis ir minimizuojantis zaidéjai turi vertinti
zaidimg analogiskai. Pavyzdziui, vienas zaidéjas mano, kad yra
geroje pozicijoje, tai jo oponentas turi manyti, kad jis (t.y.
oponentas) yra prastoje pozicijoje.

Euristiskai vertinant pozicijas dazniausiai sudaroma tokio tipo
jvertinimo funkcija:

Jvertis(pozicija) = K,Z, + K,Z + KsZs ...+ K, Z.,,
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kur Z, yra skaiCiais iSreikStos tam tikros zinios apie Zzaidimg,
jvertinancios pozicija kazkokiu konkreciu aspektu, o K; —
koeficientai, suteikiantys zinioms skirtinga svorj.

Euristinés jvertinimo funkcijos daZniausiai turi démenis, kuriuose
kaupiamos tokio tipo zinios apie zaidima:

e materialas jverciai; pavyzdziui, Sachmaty ar Saskiy figiry
skaiCius lentoje arba savo ir prieSininko figtry kiekiy
skirtumas (Sachmatuose kiekvienos rasies figtirai daznai
suteikiamas svoris);

e erdvé; kai kurivose zaidimuose yra labai svarbu, kiek
erdvés kontroliuoja vienas ar kitas zaidéjas, taigi zaidéjo
kontroliuojamg erdve galima isreiksti skaiCiumi ir jtraukti j
jvertinimo funkcija;

e mobilumas; kiek éjimy galima atlikti iS esamos pozicijos;
t. y. tikétina, kad jei turite daugiau galimybiy paeiti, didesné
tikimybé, kad bent vienas Siy éjimy nuves j gera pozicija; Sis
jvertis nepasitvirtino kuriant Sachmaty zaidimo algoritmus,
taCiau pasirodé labai naudingas zaidziant, pavyzdziui, Otelo;

e tempas; kai kuriuose zaidimuose yra svarbu tai, kuris
zaidéjas turi iniciatyvyg, o kuris tik atsako j prieSininko
éjimus (pavyzdziui, galbat jusy figtra yra puolama ir jai teks
trauktis);

e grésmés; kiek jusy figury yra puolama, gal gali atsitikti dar

kazkas negero, pavyzdziui, péstininkas taps valdove arba
oponentas uzims dalj jusy teritorijos;
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e forma; kai kuriuose Zzaidimuose yra gan svarbu, kaip
iSsidéste  figtiros; pavyzdziui, Sachmatuose gretimuose
stulpeliuose vienas paskui kitg stovintys péstininkai laikomi
stipresne kombinacija, nei tame paciame stulpelyje esantys
péstininkai;

e iSskirtinés situacijos; beveik kiekviename Zaidime
pasitaiko isskirtiniy situacijy, kuriose Zmogus Zino, kaip
geriausia suzaisti; kartais verta paaukoti figiirg ir taip laiméti
dar daugiau; tam tikros isskirtinés situacijos taip gali buti
jitrauktos | euristinj vertinimg.

Deja, kuo daugiau ziniy apie zaidimg jtraukiame j programa, tuo lé-
Ciau programa veikia. Greitg ir prastai zaidzianc¢ig programa galima
pagerinti j algoritmg jtraukiant daugiau ziniy apie zaidimg. Taciau
Sios papildomos zinios gali padaryti programg létesne (per leisting
laikg spéjancia iSanalizuoti maziau Zaidimo lygiy) ir tada ji gali zaisti
netgi prasiau nei prie§ tobulinimg. Taigi reikia islaikyti tinkamg
balansg tarp efektyvumo ir Ziniy.

O kaip gi apskaiciuoti ribinj gylj, kurj pasiekus reikty daugiau
nebesiplésti ir pradéti vertinti pozicijas euristiskai? Programuojant
zaidimy algoritmus taikoma gan paprasta strategija: MiniMax
algoritmas jvykdomas analizuojant pozicijas iki pirmojo gylio, po to
(jeigu dar uztenka laiko) — MiniMax algoritmas vykdomas i$ naujo,
tik pozicijos analizuojamos iki antrojo gylio, tuomet — jei dar
uztenka laiko — iki treciojo gylio ir taip toliau, kol iSnaudojami laiko
ar atminties limitai. Tai ir yra iteratyvus paieskos gilinimas. Toliau
pateiktas algoritmas atlieka iteratyvy paieskos gilinimag maksimi-
zuojanciam zaidéjui.
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Rask éjimg(pozicija, Zaidéjas)
gylis = 0
kol neuzZtrukta daug laiko
gylis = gylis + 1
pozicija := PRADINE
geriausias_jvertis := MIN VERTE
kiekvienam galimam Zaidéjo éjimui e
atlik éjima (e, pozicija)
ivertis :=
Minimax (gylis, pozicija, zaidéjas);
jei jvertis > geriausias_jvertis
tai geriausias jvertis := ivertis
geriausias_éjimas := e
atSauk éjima (e, pozicija)
grazink geriausias_éjimas

Tai gali pasirodyti labai neefektyvu, mat vykdant kitg iteracija
ankstesni skaiCiavimai nepanaudojami. IS tiesy tai néra taip
neefektyvu kaip atrodo i§ pirmo zvilgsnio, kadangi nagrinéjamy
pozicijy skaiCius didinant gyli auga eksponentiskai. Taigi laikas,
reikalingas algoritmo vykdymui iki gylio n, yra dazniausiai daug
didesnis uz laikg, reikalingg paieskai iki gylio n — 1. Tarkime, kad
kiekviename lygyje i3 kiekvienos pozicijos galima atlikti m ¢éjimy.

Tuomet paieskai iki gylio n uztrunkama
Ol +m+m’+m’ + ..+ m") = O((m"™" —1)/(m —1)) = O(m").
Jei paieska bus gilinama iteratyviai, tuomet bus uztrunkama

Ol+(l+m+A+m+m)+..+(1+m+m’+ .. +m")) =
O((m"”* = 1)/(m —1)° — (n — 1)/(m — 1)) = O(m").

13.4 Alfa-Beta atkirtimas

Minimax paieSka néra efektyvi, nes iSnagrinéjami visi galimi éjimai,
o jy kiekis, ieskant gilyn, auga eksponentiskai. Taciau ar butina
iSanalizuoti visus galimus éjimus ir rasti kiekvieno éjimo (tiksliau
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pozicijos, i kurig pakliivama atlikus ta éjimg) jvertj? Panagrinékime
97 paveiksle pateikta situacija.

Eina pirmasis zaidéjas

Eina antrasis zaidéjas

97 pav. Pavyzdys, kai nebutina analizuoti visy zZaidimo pozicijy;
laiminti pirmojo Zaidéjo pozicija pazymeéta L raide, pralaiminti — P raide

Matome, kad dar neiSanalizavus viso Zaidimo medzio galima
nustatyti, kurj ¢éjimg pasirinks vienas ar kitas zaidéjas ir
nebeanalizuoti dalies éjimy. Kitaip sakant galima atkirsti kai kurias
zaidimo medzio Sakas. Atkirtimas gali buti taikomas ir tiems
zaidimy medziams, kuriuos pavyksta pilnai isskleisti, ir tiems, kuriy
pozicijos vertinamos euristiskai.

Atkirtima realizuoja Alfa-Beta algoritmas, kuris grindziamas tokia

idéja: jei jau rastas neblogas éjimas e, ir matosi, kad kitas Siuo metu
analizuojamas ¢éjimas nuves j blogesne pozicija, nei buty galima
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pasiekti pasirinkus e, tuomet pozicijos, (ir tolesniy &jimy iS jos) i
kurig pakliinama tuo kitu éjimu, galima nebenagrinéti.

Pastebésime, kad Alfa-Beta algoritmas savo esme yra Minimax
algoritmas, papildytas dviem atkirtimo kriterijais. Minimax
algoritmas analizuoja visus galimus éjimus i$ konkrecios pozicijos ir
parenka éjimg su palankiausiu jverCiu, o Alfa-Beta atkirtimo
algoritmas neanalizuoja éjimy, jei mato, kad jy jverciai bus prastesni
uz palankiausig iki siol rastg jvertj.

Maksimizuojantis Zaidéjas
jau uzsitikrino verte 14

Eina maksimizuojantis
zaidéjas

Eina minimizuojantis zaidéjas _
>

Eina maksimizuojantis
zaidéjas

98 pav. Maksimizuojantis Zaidéjas gali parinkti tokig éjimy sekq, kad nesvarbu
kaip Zaisty jo prieSininkas, maksimizuojantis Zaidéjas pasieks pozicijg, kurios
verté lygi > 14, t. y. jis uZsitikrino vertg 14

222



Strateginiy stalo Zaidimy algoritmai

Sutarsime sakyti, kad zaidéjas uZsitikrino verte v, jeigu jis gali
parinkti tokig éjimy seka, kad nesvarbu kaip zaisty jo priesininkas,
zaidéjas pasieks pozicija, kurios verté lygi v arba dar palankesné, t. y.
didesné uz v, jei tai maksimizuojantis zaidéjas arba mazesné uz v, jei
tai minimizuojantis Zaidéjas (98 pav.).

Maksimizuojantis zaidéjas jau
uzsitikrino verte alfg =14

Eina maksimizuojantis zaidéjas

Eina minimizuojantis zaidéjas

99 pav. Maksimizuojantis Zaidéjas gali parinkti tokig éjimy sekq, kad nesvarbu
kaip Zaisty jo prieSininkas, maksimizuojantis Zaidéjas pasieks pozicijg, kurios
verté lygi > 14, t. y. jis uZsitikrino vertg 14

Alfa-Beta algoritmas operuoja parametrais alfa ir beta. Parametre alfa
saugoma minimali verté, kurig jau uzsitikrino maksimizuojantis
zaidéjas konkreciai pozicijai P, o parametre beta — maksimali verté,
kurig tai paciai pozicijai uzsitikrino minimizuojantis Zzaidéjas.
Pradiniu momentu alfa reikSmé lygi min_verté, o beta — max_verté.
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Minimizuojantis zaidéjas jau
uzsitikrino verte betg =12

Eina minimizuojantis zaidéjas

Eina maksimizuojantis Zaidéjas
>

Eina minimizuojantis zaidéjas

100 pav. Minimizuojantis Zaidéjas gali parinkti tokig éjimy sekq, kad nesvarbu
kaip Zaisty jo prieSininkas, minimizuojantis Zaidéjas pasieks pozicijg, kurios
verté lygi <12, t. y. jis uZsitikrino verte 12

Kadangi maksimizuojantis zaidéjas renkasi éjimus su kuo didesniu
jver¢iu, o minimizuojantis — su kuo mazesniu, tai maksimizuojantis
zaidéjas siekia, kad alfa reiksmé biity kuo didesné, o jo oponentas —
kad beta reiksmé biity kuo mazesné.

Sakykime, jau iSnagrinéta dalis zaidimo medzio ir maksimizuojantis
zaidéjas uzsitikrino alfa verte. Taciau tikintis dar geresnio rezultato,
nagrinéjama ir likusi medzio dalis.

Tarkime, kad bet kur toliau medyje minimizuojanciam zaidéjui
atlikus éjima i pozicijos P paklitta j pozicija P', o pastarosios verté
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Up yra mazesné uz alfa. Tuomet akivaizdu, kad minimizuojantis
zaidéjas i§ pozicijos P rinkdamasis ¢éjima su kuo mazesne verte
pasieks, kad v, < alfa. Taigi pozicija P maksimizuojanciam zaidéjui
nebejdomi ir likusiy éjimy i§ P galima nebenagrinéti (99 pav.).

Tarkime, kad bet kur toliau medyje maksimizuojanciam zaidéjui
atlikus éjima i pozicijos P pakliita j pozicija P', o pastarosios verté
vp yra didesné uz beta, tuomet akivaizdu, kad maksimizuojantis
zaidéjas iS pozicijos P rinkdamasis ¢éjima su kuo didesne verte
pasieks, kad v, > beta. Taigi pozicija P minimizuojanciam Zaidéjui
nebejdomi ir likusiy éjimy i§ P galima nebenagrinéti (100 pav.).

Alfa-Beta(gylis, pozicija, zZaidéjas)
{ gylis” nurodo iki kokio lygio skleisime Zaidimo medj
,pozicija™ parodo nuo kokios pozicijos analizuosime Zaidimg }
jei Zzaidéjas yra maksimizuojantis
tai grazink
Alfa-Beta-Max (gylis, pozicija, MAX_VERTE)
{ perduodama MAX_VERTE, taigi $ioje pozicijoje nebus
vykdomas atkirtimas }
kitu atveju grazink
Alfa-Beta-Min(gylis, pozicija, MIN VERTE)
{ perduodama MIN_VERTE, taigi $ioje pozicijoje nebus
vykdomas atkirtimas }

Alfa-Beta-Max (gylis, pozicija, beta)
jei Zaidimas baigtas arba (gylis = 0)
tai graZink ivertinimas (pozicija, mini zaid)
kitu atveju
alfa = MIN VERTE // alfa — lokalus kintamasis
kiekvienam galimam é€jimui e
atlik éjima(e, pozicija)
ivertis := Alfa-Beta-Min (
gylis - 1, pozicija, alfa)
at3auk éjima(e, pozicija)
jei beta <= jvertis
tai graZink alfa // atlieckamas atkirtimas
jei jvertis > alfa
tai alfa = ivertis
grazink alfa
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Alfa-Beta-Min(gylis, pozicija, alfa)
{ alfa ir beta yra lokalis kintamieji }
jei Zaidimas baigtas arba (gylis = 0)
tai graZink jvertinimas (pozicija, max zaid)
kitu atveju
beta = MAX VERTE // beta — lokalus kintamasis
kiekvienam galimam éjimui e
atlik éjima(e, pozicija)
ivertis := Alfa-Beta-Max(
gylis - 1, pozicija, beta)
at3auk éjima(e, pozicija)
jei jvertis <= alfa
tai graZink beta // atlickamas atkirtimas
jei jvertis < beta
tai beta = jivertis
grazink beta

Alfa-Beta atkirtimo efektyvumas labai priklauso nuo to, kokia tvarka
nagrinéjami éjimai. Jeigu visg laikg pirmiau aptinkami blogaiausi
éjimai, tokiu atveju algoritmas veiks lygiai taip pat, kaip ir Minimax
algoritmas ir iS esmés atkirtimas niekada nebus atliktas. Todél
tvarka, kuria perzitrimi éjimai labai svarbi atliekant Alfa-Beta
atkirtimg.
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209212, 215, 217, 221
Primo algoritmas 148—149,
151154, 158
protévis, medzio virSuné 144—145
pseudokodas 213
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uzbaigimas 43
rekursyvios funkcijos 2, 23, 3537, 163
rekursijos medis 48, 53, 163, 165
retas grafas 85
rikiavimas 65
greitasis 67—71, 199
jterpimu 66—67
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topologinis, grafo 119—124,
125—129
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Sekos rikiavimas, uzdavinys 76—78

Skaldyk ir valdyk strategija 199

Sodas, uzdavinys 189—197, 198

sprendinys, optimalus 161, 162

strateginiai stalo zaidimai 200—201,
202—204
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svorinis grafas 130—131
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Sachmatais ZaidZiancios programos
202—204

Sakninis medis 144—145

Saknis, medzio 144—145, 206
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tankus grafas 85
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175—-180, 198
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tiesiné paieska 73, 75—76
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Tinklas, uzdavinys 155—158
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9799, 131_136
Dijkstros algoritmas 131136,
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Abécélé 125—129
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Bibliotekoje 180—189
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posekis 172—174
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Nykstukai 100—103
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